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摘要：目的 研究 Gaussian 白噪声作用下分数阶欠阻尼双稳系统的随机共振现象。方法 采用统计复杂度方

法探究分数阶导数、余弦信号的幅值及频率、阻尼系数等参数对分数阶系统随机共振效应的影响。结果 当

这些参数变化时，分数阶系统的统计复杂度曲线和标准 Shannon 熵曲线会产生不同的变化趋势，且在分数

阶导数 q=0.3 时，系统最易发生随机共振现象。此外，当信号振幅增加至 0.2 时，可以增强随机共振效应；

相反，信号频率增大至 0.07 时，可以削弱此现象。结论 这些因素可以有效地调节分数阶双稳系统的随机共

振现象。 
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ABSTRACT: The paper aims to study the stochastic resonance of fractional-order bistable system under the action of 

Gaussian white noise. The statistical complexity method was applied to explore the effect of parameters such as frac-

tional-order derivative, amplitude and frequency of cosine signal as well as damping coefficient on the stochastic reso-

nance of fractional-order system. It can be observed that the trends of the curves of the statistical complexity and the 

normalized Shannon entropy of the system were various with the changing of the system parameters. And when the frac-

tional derivative was q=0.3, the system was most prone to stochastic resonance phenomenon. In addition, the stochastic 

resonance effect can be enhanced when the signal amplitude was increased to 0.2. Conversely, increasing the signal fre-

quency to 0.07 could weaken this phenomenon. It can be concluded that these factors can effectively adjust the stochastic 

resonance phenomenon of the fractional-order bistable system. 
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在自然界和工程社会中，“噪声”通常被认为是对

系统有害的。直到 1981 年，著名的意大利科学家

Benzi 等人在探究地球冷暖气象问题时，首次推出“随

机共振”这一概念[1]，并首次阐述了噪声对于非线性

系统的建设性作用。其含义本质上是指噪声的加入，

增强了系统的响应强度，主要体现了系统非线性输出

中弱周期信号的输入与随机力的协同效应。经典的随

机共振理论已被广泛应用于物理学[2]、生物学[3]、化

学[4]等各个学科领域，且关于随机共振的研究引起了

各个领域科学家们越来越多的关注[5-6]。 

近些年来，关于分数阶微分在某些反常且复杂的

物理学中的研究引起了学者们的探讨，如粘弹性材料

的应力松弛问题[7]、粒子的反常扩散问题[8]等。对于

粒子的反常扩散行为，分数阶导数可以良好地刻画其

所具有的历史依赖性与全局相关性，且可以建立相应

的分数阶 Langevin 方程来描述此扩散过程[9-10]，因此

分数阶系统的动力学研究具有非常重要的意义。经典

的整数阶随机共振已具有相当丰富的研究成果[11-12]，

而关于分数阶动力系统的研究才刚刚起步[13-14]，特别

是在分数阶随机共振的研究方面，内容比较稀少[15-16]。

Soika 等[17]探究了二值噪声和加性 Gaussian 白噪声

共同驱动下的分数阶线性随机系统，通过 Shapiro- 

Loginov 公式和 Fourier 变换等方法求解了输出响应

振幅的表达式。Yang J H 等[18]通过非线性响应理论

法研究了 Gaussian 白噪声驱动下分数阶系统的随机

共振效应，得到系统响应振幅的半解析解来度量随

机共振现象的发生。Sun Z K 等[19]通过统计复杂度

方法研究了白噪声激励下分数阶过阻尼双稳系统的

随机共振现象，并运用信噪比指标函数验证了此方

法的准确性。 

文中基于统计复杂度方法来刻画分数阶欠阻尼

双稳系统的随机共振现象。首先，给出了标准 Shannon

熵、统计复杂度以及 Bandt-Pompe 算法的定义。其次，

介绍了 Gaussian 白噪声驱动下的分数阶双稳系统。最

后，运用 Bandt-Pompe 算法求出统计复杂度和标准

Shannon 熵，进而探讨了不同的参数对分数阶系统随

机共振现象的影响。 

1  信息论测度 

统计复杂度作为一种经典的信息论测度，它主要

以信息论为基础，用于刻画系统时间序列相对应概率

分布的函数，可以度量系统的随机性及其相关结构的

存在性。 

1.1  标准 Shannon 熵 

为了更好地定义统计复杂度，首先引入熵的定

义，它是表示由概率分布 { , 1, 2, , }iP P i N   所描述

的物理过程的不确定度，定义为： 

1

[ ] ln( )
N

i i
i

S P p p


   (1) 

当 [ ] 0S P  时，Shannon 熵最小，表示系统为有

序状态，即系统所获得信息量最大。当 [ ] lnS P N 时，

Shannon 熵最大，表示系统为无序状态，且系统所获

信息量最小。 

进一步，标准 Shannon 熵的定义为： 

max[ ] [ ] /H P S P S  (2) 

其中 max e[ ] lnS S P N  ， e {1/ , 1/ }P N N  ，为

均匀分布。 

1.2  统计复杂度 

此外，为了更好地度量系统的内部结构，笔者给

出了失衡度 [ ]Q P ，它是用来测量系统可以达到的状

态的概率分布 P 和所对应的均匀分布 eP 之间的距离

长度 sD ，其表达式为： 

0 s e[ ] [ , ]Q P Q D P P   (3) 

其中 0Q 为归一化常数。度量这两个分布之间的

距离 sD ，一般采取 Jensen 散度，定义为： 

[ , ] { [( ) / 2] [ ] / 2 [ ] / 2}s
e e eJ P P S P P S P S P     (4) 

综上所述，可给出统计复杂度的定义，即 ： 

[ ] [ ] [ ]C P H P Q P   (5) 

在这里，选取 [ ]H P 为标准 Shannon 熵， [ ]Q P 中

的 sD 为 Jensen 散度。 

1.3  Bandt-Pomp 算法 

该方法主要考虑了系统时间序列的时间因果关

系，其主要思想是基于吸引子重构的过程所提出。对

于 给 定 的 时 间 序 列 { : 1, , }tx t M  和 一 嵌 入 维 数

1D  ，对任意时刻 t，分别在时刻 { , 1, , ( 1)}t t t D  
选 取 其 相 对 应 连 续 的 D 个 数 据 ： ( 1)( ) ( ,t Dt x  

 
( 2) 1, , , )t D t tx x x   ，然后重新把这 D 个元素进行排

序，从而获得对应于序数 D 的有顺序的模式为： 

( 1) ( 2) 1 0D Dt r t r t r t rx x x x
    ≤ ≤ ≤ ≤  (6) 

令 0 1 ( 1)( , , , )Dr r r   表 示 (0,1, 1)D  的 重 排

列。为了保证式（6）中排列的唯一性，当
1i it r t rx x
 

时，令 1i ir r  成立，即每一个 ( 1) ( 2)( ) ( , ,t D t Dt x x     

1, , )t tx x 对应一个唯一的排列 。故对序数 D 的所

有 !D 个会出现的排列 ，对于 { }tx 可获取相对应的有

序模式的概率分布 { ( )}P p  ， { ( )}P p  ，其表达

式为： 
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(7) 

式中符号 # 表示相对应的数量，且文献[20]中的

嵌入维数 D 的范围为 3 7D≤ ≤ ，同时满足 !M D 。 

2  分数阶欠阻尼双稳系统 

考虑在 Gaussian 白噪声激励下，由周期信号驱动
的分数阶欠阻尼双稳系统。其系统方程为： 

d ( )
( ) ( )

d
q V xx rx sD x F t t

x
      

 

(8)

 
其中 r 、s 表示阻尼系数。这里分数阶导数 qD x 采

用 Caputo 定义，满足式（9）。 

 

t

0

1 ( )
d

1
q

q
x t sD x s

q s



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
 (9) 

( )t 为 Gaussian 白 噪 声 ， 满 足 ( ) 0t  ，

 ( ) (0) 2t D t    。该分数阶欠阻尼系统的势函数

为 2 4( ) / 2 / 4V x ax bx   ， 这 里 选 取 参 数 分 别 为

1a  ， 1b  ，如图 1 所示。显然该势函数有两个稳

定点 s1,2 /x a b  和一个不稳定点 m 0x  。系统的势

垒能量高度为 1/ 4V  。 
此外周期信号为： 

( ) cos( )( 1,2)F t A t i   (10)  
 

 
图 1  双稳势函数图 

Fig.1  Bistable potential of system 

式中： A 为信号振幅； 为信号频率。为了使得
随机共振现象发生较为明显，并满足绝热驱动力相关
条件。这里 A 应满足条件 A V  ，信号频率应小于系

统的松弛频率 2 2a   。 

3  随机共振 

在本节中，将引入一种新的方法——统计复杂度
方法来度量分数阶系统的随机共振现象。当共振现象
发生时，统计复杂度曲线和标准 Shannon 熵曲线会变
成非单调函数。首先，采用分数阶切比雪夫积分法算
法来求解系统[12]；其次计算粒子在势井间跃迁的驻留
时间序列；然后利用 Bandt-Pompe 算法来提取出驻留
时间序列的概率分布，进而得到了统计复杂度和标准
Shannon 熵的变换曲线；最后分析不同参数对于系统
随机共振现象的影响。文中取嵌入维数 d=6，驻留时
间序列间隔为 M=50 000。 

3.1  分数阶导数对系统随机共振现象的影响 

如图 2 所示，在固定的分数阶导数下，统计复杂
度曲线和标准 Shannon 熵曲线均呈现出非单调趋势。
随着噪声强度的增大，复杂度曲线先增大至波峰，然
后减小；相反，Shannon 熵曲线先减小至波谷，然后
增大。这些现象说明了在一定的噪声强度处，分数阶
系统的复杂性呈现最大值，同时输出信号水平达到最
大。这恰好说明在某个噪声强度处，系统发生了随机
共振现象，同时，采用数值模拟信噪比指标验证了此
现象。此外，图 2 表明，不同的分数阶导数下会导致
不同强度的随机共振现象。当分数阶导数阶数增大
时，统计复杂度和信噪比曲线的波峰不断增大；相反，
标准 Shannon 熵曲线的波谷不断减小，且波峰和波谷
位置均向右移动。也就是说，分数阶导数可以有效地
调节随机共振现象的发生，分数阶导数阶数越小，系
统越容易发生随机共振现象，即所需噪声强度越小。
随着分数阶导数阶数的增大，系统的随机共振现象强
度越大，即统计复杂度曲线的波峰最大，标准 Shannon
熵曲线则相反。总之，分数阶导数阶数的减小可以增
强系统的有效阻尼，使得粒子更容易发生跃迁现象，
进而发生随机共振现象。 

 
图 2  统计复杂度、标准 Shannon 熵、信噪比在不同的分数阶导数阶数 q 下随着噪声强度 D 变化的演化曲线 
Fig.2  Dependence of statistical complexity (a), Entropy (b) and SNR (c) on noise intensity D for various fractional  

derivatives with 0.3r  , 0.4s  , 0.2A  , 0.05   
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3.2  阻尼系数对系统随机共振的影响 

图 3 表明，在固定的分数阶导数下，统计复杂度
和标准 Shannon 熵曲线均表现出非单调趋势，这种现
象表明系统在不同的阻尼系数下均发生了随机共振
现象。随着 s 的增加，统计复杂度曲线的波峰不断降
低，而标准 Shannon 熵曲线的波谷不断增加，且波峰
和波谷位置均向噪声增大的方向右移。此现象表明，
分数阶导数前阻尼系数越小，系统越容易发生随机共
振现象，系统共振的强度也最大，即阻尼系数可以削
弱分数阶系统的随机共振现象。 

 

 
图 3  统计复杂度、标准 Shannon 熵在不同的阻尼系数 s 下

随着噪声强度 D 变化的演化曲线 
Fig.3  Dependence of statistical complexity (a), Entropy  
(b) on noise intensity D for various damping coefficients  

with 0.7q  , 0.3r  , 0.2A  , 0.05   

3.3  信号振幅对系统随机共振的影响 

如图 4 所示，在固定的分数阶导数下，统计复杂
度曲线和标准 Shannon 熵曲线均呈现出非单调趋势，
说明系统发生了随机共振现象。当信号振幅逐步增大
时，统计复杂度指标曲线的峰值缓慢上升；相反，标
准 Shannon 熵指标曲线的波谷逐渐降低。这些现象说
明信号振幅的增大可以增加随机共振现象的强度。总
之，信号振幅可以有效地调节分数阶欠阻尼双稳系统
的随机共振现象。因此可以选取一个合适的信号振 

幅使得系统的随机共振现象达到最优，从而对分数阶
双稳系统达到良好的动力学控制效果。 

 

 

图 4  统计复杂度，标准 Shannon 熵在不同的周期信号 
振幅下随着噪声强度 D 变化的演化曲线，其它参数为。 
Fig.4  Dependence of statistical complexity (a), Entropy  

(b) on noise intensity D for different values of signal  
amplitude with 0.3r  , 0.4s  , 0.5q  , 0.05   

3.4  信号频率对系统随机共振的影响 

如图 5 所示，当信号频率逐步增强时，统计复杂
度指标曲线的波峰逐渐降低，相反标准香农熵指标曲
线的波谷缓慢上升，且曲线的峰值和波谷位置随着信
号频率的增大向着噪声强度增加的方向发生偏移，即
信号频率可以削弱随机共振的强度。这里选取的信号
频率应小于系统的松弛频率。 

4  稳健性 

如图 6a 所示，首先增加嵌入维数 d 从 4 到 6，不
管嵌入维数为多少，统计复杂度曲线均为非单调曲线，
这说明嵌入维数对此方法没有影响。另一方面，如图
6b 所示，取不同的驻留时间序列长度 M 为 10 000、20 
000、50 000，同样地，笔者发现驻留时间序列总长度
M 不会改变复杂度曲线的形状趋势，只是取值大小有
所差异。驻留时间序列长度越长，统计复杂度曲线就
越光滑。也就是说，此方法需满足条件 !M d 。 
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图 5  统计复杂度、标准 Shannon 熵在不同的周期信号频率下随着噪声强度 D 变化的演化曲线 

Fig.5  Dependence of statistical complexity (a), Entropy (b) on noise intensity D for various values of signal frequency with 
0.3r  , 0.4s  , 0.5q  , 0.2A   

 
图 6  统计复杂度在不同的嵌入维数和驻留时间总长度下随着不同噪声强度变化的曲线 

Fig.6  Dependence of statistical complexity on noise intensity D for various embedding dimensions (a) and lengths  
of the residence time series (b) with 0.3r  , 0.4s  , 0.2A  , 0.05  , 0.7q   

5  结论 

文中引入统计复杂度方法来度量 Gaussian 白噪

声激励下的分数阶欠阻尼双稳系统的随机共振现象。

得出如下结论。 

1）在固定的分数阶导数下，统计复杂度指标和

标准 Shannon 熵指标的曲线均表现为非单调趋势，说

明此分数阶双稳系统发生了随机共振现象，且运用信

噪比指标函数验证了此方法的准确性。  

2）分数阶系统随机共振现象具有更加丰富的动

力学行为，且分数阶导数可以有效地调节随机共振现

象。信号振幅的增加可以增强随机共振效应，相反信

号频率的增大可以削弱此现象。 

3）系统的驻留时间总长度和嵌入维数不影响统

计复杂度方法的准确性，说明此方法具有稳健性。 
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