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基于多元随机效应 Wiener 过程的 

某弹用弹簧可靠性评估 
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摘要：目的 解决某弹用弹簧可靠性评估中存在的不确定性问题。方法 对某弹用弹簧进行加速退化试验，

试验过程中发现其具有多个性能退化参数，并且其退化过程具有非线性、随机性及样本差异性的特征。为

了对其退化过程进行数学表征，提出一种基于多元随机效应 Wiener 过程的退化模型。采用基于时间尺度变

换的非线性 Wiener 过程，描述弹簧退化过程中的非线性与随机性。基于随机效应模型，对样本的差异性进

行表征，利用 Copula 函数描述多元性能参数之间的相互作用关系。最后推导弹簧失效寿命的概率密度函数、

可靠度函数。结果 在贮存条件为 25 ℃、可靠度为 0.9 时，基于构建的多元随机效应 Wiener 过程模型，当

考虑性能间的相关性时，得到某弹用弹簧的贮存寿命为 12 a；不考虑性能间的相关性时，得到其贮存寿命为

11.5 a。结论 构建的多元随机退化模型为该弹药健康状态管理提供了相应的理论依据。 
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ABSTRACT: In order to solve the uncertainty in reliability evaluation of the ammunition spring, the accelerated degradation 

experiment is carried out on it. During the experiment, it is found that it has multiple performance degradation parameters, and 
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the degradation process has the characteristics of nonlinearity, randomness and sample difference. In order to characterize the 

degradation process mathematically, a degradation model based on multivariate random effects Wiener process is proposed. 

Firstly, the nonlinear Wiener process based on time scale transformation is used to describe the nonlinear and randomness of the 

spring degradation process, and the sample difference is characterized based on the random effect model. Then, Copula function 

is used to describe the interaction between multiple performance parameters. Finally, the probability density function and reli-

ability function of the spring failure life are derived. When the storage condition is 25  and the reliability is 0.9, based on the ℃

multivariate random effect Wiener process model constructed in this paper, the storage life of a certain ammunition spring is 12 

years when the correlation between performance is considered, and 11.5 years when the correlation between performance is not 

considered. The multivariate random degradation model constructed provides a theoretical basis for the health state management 

of the ammunition. 

KEY WORDS: random effect Wiener process; time scale transformation; nonlinear; sample difference; multivariate perform-

ance; Copula function 

某新概念弹药，主要用于提高军舰的远海作战能

力，是目前海军装备研究的热点。研究表明，该弹用

弹簧在贮存期的主要失效形式为应力松弛变形，对该

弹药系统内部精密仪器的测试精度及功能可靠性产

生了极大影响。因此，对其应力松弛变形失效规律和

寿命预测的研究具有明确的工程背景需求和显著的

理论意义。 

通过对某弹用弹簧的失效机理进行研究，发现产

品失效主要由弹性应变与塑性应变共同作用导致，故

选取应力松弛率和压缩永久变形率作为表征退化状

态的敏感特征参数，温度应力作为加速应力，开展多

元参数性能加速退化试验，以评估某弹用弹簧的可靠

性。针对某弹用弹簧在退化过程中表现出的非线性、

随机性及样本间的差异性特征，基于时间尺度变换

的非线性 Wiener 过程，将 Wiener 过程模型参数进

行随机化处理，提出了基于随机效应的 Wiener 过程

模型。 

孙丽 [1]利用产品失效机理一致性原则理论推导

证明了扩散系数的平方与漂移系数成一定比例关

系，即漂移系数、扩散系数均服从某一随机分布，

由此产品寿命分布对应的概率密度函数（Probability 

Density Function，PDF）的解析形式将难以求解。

考虑到漂移系数与扩散系数间的比例关系是统计意

义下获得的，因此可参考文献[2-5]，假定不同样本

间漂移系数不同，扩散系数相同（即将漂移系数进

行随机化处理，扩散系数为固定值），此假定确保了

在均值意义下仍能满足产品失效机理一致性原则，

并简化了模型。针对某弹用弹簧同时存在多元性能

退化问题，现阶段常用的解决手段有降维处理[6-7]、

多元正态联合分布函数的应用[8-9]、Copula 函数的应

用 [10-12]等。综上所述，文中首先构建基于随机效应

的非线性 Wiener 过程模型，然后利用 Copula 函数

建立多元性能退化模型，最后采集某弹用弹簧性能

退化数据，对其退化特性进行研究。 

1  试验方案设计与试验结果 

1.1  试验对象 

试验对象为某弹用弹簧。为模拟其真实安装状

态，设计了配套模拟夹具（夹具内部高度为试样高度

的 34%），夹具及样本如图 1 所示。 
 

   

图 1 某弹用弹簧及其夹具 
Fig.1 Spring and clamp for the ammunition 

 

1.2  试验设备 

试验设备为：恒温数显干燥箱（XMTD-9000）1

台，数显式推拉力计（HP-100）1 台，光学尺寸测量

系统 1 套。 

1.3  试验条件 

加速试验温度为 130、140、150 ℃。每组加速应

力下放置 8 个样品，各组加速应力对应的样品检测次

数均为 15 次，对应的试验截止时间分别为 t1=814 h，

t2=714 h，t3=234 h。 

1.4  性能退化参数选择及失效阈值确定 

研究表明，某弹用弹簧在贮存过程中发生的失效

形式主要为应力松弛变形失效，且主要是由弹性应变

与塑性应变共同作用导致的[13]。因此，选取应力松弛

率 δ和压缩永久变形率 ε 作为产品性能退化参数。根

据产品实际工作情况要求，设定应力松弛率 δ 的失效
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阈值为 D1=6%，压缩永久变形率 ε 的失效阈值为

D2=5%。 

1.5  试验步骤 

从同批次产品中随机抽取 24 个试验样品，平均

分成 3 组，将其安装于模拟夹具中，分别置于 130、

140、150 ℃试验箱中，按指定时间将试验样品从模

拟夹具中取出，并于室温下恢复弹性变形 6.5 h，测

量试样的弹性压力及其轴向长度。重复上述步骤至试

验样品均完成检测后，停止试验。 

1.6  试验数据处理 

应力松弛率 δ的计算公式为： 

0 t

0

100%
P P

P



   (1) 

式中：Pt 为试样恢复后的弹性压力，N；P0 为试

样的初始弹性压力，N。 

压缩永久变形率 ε的计算公式为： 

0 t

0

100%
L L

L



 

 

(2) 

式中：Lt 为试样恢复后的轴向长度，mm；L0 为

试样的初始轴向长度，mm。 

试验采集到的性能退化量如图 2 所示（140 ℃的

试验中，样本 4 试验数据突发异常，将其剔除）。 
 

 

图 2  某弹用弹簧退化数据 
Fig.2 Degradation data of the ammunition spring: a) stress 

relaxation rate; b) compression set rate 

2  多元随机效应 Wiener 过程建模 

2.1  考虑随机效应的非线性 Wiener 过程 

基于时间尺度变换的非线性 Wiener 过程可以表

示为[1]： 

b( ) ( , ) ( ( , ))k k k k k k k kX t a t B t       
 

(3) 

式中：ak 表示漂移系数；σbk 表示扩散系数；Bk(·)

表示标准 Brownian 运动；Λk(t)表示时间尺度变换函数 

（结合某弹用弹簧的退化特性，选定 ( , )k kt   tak[1]）；

αk 表示时间指数常数；Xk(t)表示第 k 个性能指标在时

刻 t 的退化量，k=1, 2。 

产品寿命 Yk 定义为产品性能退化量 Xk(t)首次达

到设定失效阈值 Dk 的时间，即： 

inf { ( ) , 0}k k kY t X t D t ≥ ≥   (4) 

式（4）中首达时间 Yk 满足逆高斯分布[14]，Yk 的

分布函数（Cumulative Density Function，CDF）、概

率密度函数（Probability Density Function，PDF）为： 
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(6) 

基于 Wiener 过程性质[15]，可以得到： 
2

b

1

( ) ~ [ ( , ), ( , )] ,

( , ) ( ) ( )k k

ik j k k j k k j kk

k j k j j

X t N a t t

t t t 

    

  

  

  
 

(7)
 

式中：i 为加速应力 Sp 下的样本数，p=1, 2, …, P，

i=1, 2, …, mp；tj 为检测时刻，j=1, 2, …, np。 

将式（3）中漂移系数 ak 进行随机化处理，即得

基于随机效应的非线性 Wiener 过程模型： 

2
a a

( ) ( , ) ( ( , ))

~ ( , )

k k k k bk k k

k k k

X t a t B t

a N

    

 

   

  

(8) 

综上所述，基于全概率公式，并结合式（7）可

得加速应力 Sp 下的退化增量 ( / )ik jp pX t S 对应的概率

密度函数： 

2 2
b a

2

2 2
b a
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1
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(9) 
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产品对应的可靠度函数为： 

2 2
a a a

2 42 2 2
b bb a

2 ( )( ) ( , ) 2 ( )
( / ) 1 exp

( ) ( )( ) ( , ) ( ) ( , )

pk p k k k k p k k k
k p

p pk kp k k p kk k k

S DS t D S D
R t S

S SS t S t
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p p k k p kk k k k

S D t S D S t
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 (10)

2.2  多元参数性能退化产品可靠性建模 

目前多元参数性能退化产品可靠性建模方法主

要为以下 3 类：降维处理，即利用构建状态空间模型

等手段达到简化退化量的目的；利用多元联合正态分

布函数构建多元参数性能退化产品可靠性模型；应用

Copula 函数。降维处理在多元（三元及以上）性能参

数建模建模时更为适宜，低维状态下则应用较少。多

元联合正态分布函数边缘分布只能为正态分布，具有

一定局限性。Copula 函数的特性：实用性强，利用

Copula 函数作为相关性度量工具，可以完整地描述变

量间的相关性[16]；灵活性强，随机变量间的 Copula

相关性结构及其边缘分布可被分开研究，并且选择边

缘分布不受限[17-20]；真实性强，Copula 函数构造的多

元分布函数更精确。因此，选用 Copula 函数构建多

元参数性能退化产品可靠性模型。 

Copula函数建模的核心理念可以利用 Sklar 定理[21]

实现。设 L 为 K 维分布函数，H1(x1), H2(x2), …, HK(xK)

为其边缘分布函数，则存在对应的 Copula 函数

C[H1(x1), H2(x2), … , HK(xK)] 满 足 1 2( , , , )mL x x x   

1 1 2 2[ ( ), ( ), , ( )]K KC H x H x H x 。 

利用 Copula 函数构造的 K 维分布函数的 PDF： 

1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

( , , , ) [ ( ), ( ), , ( )]

( ) ( ) ( )
m K K

K K

l x x x c H x H x H x
h x h x h x

 

  

 
  

(11) 

式中：c[H1(x1)，H2(x2)，…，HK(xK)]为 Copula

函数的 PDF；h1(x1), h2(x2), …, hK(xK)为边缘分布的

PDF。 

常用二元 Copula 函数主要为 Archimedean 族和

Elliptical 族 2 类[22]。Archimedean 族 Copula 函数主要

为 Frank、Clayton Copula 函数，Elliptical 族 Copula

函数主要为 Gaussian Copula 函数。 

Frank Copula 函数： 

1 (e 1) ( 1)
( , ; ) ln 1

e 1

q weC q w
 




 



  
   

   

(12) 

式中：φ∈(–∞,+∞)\{0}，当 φ>0 时，q、w 正相

关；当 φ→0 时，q、w 独立；当 φ<0 时，q、w 负相关。 

Clayton Copula 函数： 
1

( , ; ) ( 1)C q w q w  


   
 

 (13) 

式中：φ∈(0,+∞)，当 φ→0 时，q、w→独立；

当 φ→+∞时，q，w 完全相关。 

Gaussian Copula 函数： 
1 1( ) ( )

2

2 2

2

1
( , , )

2π 1

2
exp d d

2(1 )

q w
C q w

x xy y x y

 







 

 
 



  
 

 

 
 (14) 

式中：φ∈(–1,1)，当 φ = ±1 时，q，w 完全相关。 

基于 AIC 信息准则[12]，选取最优的 Copula 函数，

AIC 值（fAIC）的计算见式（15）。 

AIC Log-LF2 2f f k     (15) 

式中：fLog-LF 为模型的对数似然函数值；k 为模

型中未知参数个数。AIC 值越小，表示所选用 Copula

函数模型的拟合效果越好。 

若多元参数性能间相互独立，则产品的可靠度可

以表示为： 

1 2( ) ( ) ( )R t R t R t   (16) 

若多元参数性能间存在相关性，则产品的可靠度

可以表示为： 

1 2( ) [ ( ), ( ) ; ]R t C R t R t   (17) 

式中：R1(t)和 R2(t)分别为对应性能退化量的可靠

度； 为 Copula 函数参数估计值。 

2.3  回归分析 

加速应力为温度应力，因此可选用阿伦尼乌斯

（Arrhenius）加速模型构建回归方程： 

a

a

a

a

b

b

a

a

b

ln [ ( )]

ln [ ( )]

ln [ ( )]

ln[ ( )]

k

k

k
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k p
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k p
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k p
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S
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S

S
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 (18) 

式中：
ak 、

ak 、
ak 、

ak 、
bk 、

bk 、  、

 均为固定常数。 

3  参数估计 

上述构建的模型中，待求解的未知参数为：
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a a a a b b
( , , , , , , , , )

k k k k k k k                 。目前常用

的多元参数性能退化产品可靠性模型参数估计方法
[23]为两阶段极大似然估计法（Two Step-Maximum 

Likelihood，TSML）和 Markov Chain Monte Carlo 算

法。由于 TSML 法适用性强、计算简便，故采用 TSML

法对模型未知参数进行求解。考虑到未知参数过多，

采用回归分析与 TSML 方法相结合的方法[24]，求解

模型未知参数。 

Step1：TSML 方法。确定加速应力 Sp，建立加

速应力 Sp 下模型的对数似然函数 lnL(Θ)（由 Copula

相关对数似然函数 lnLCO(Θ)和边缘分布对数似然函数 

lnLB(Θ)两部分构成）：      CO Bln ln lnL L L    。 

Copula 相关： 

 (1) (2)
CO , ,

1 1 1

ln ( ) ln , ;
p pm nP

i j i j
p i j

L c U U   
  

       
 

(19) 

式中： 

a( )
,

2 2 2
b a

( / ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ( ) ( , )

ik jp p k p k jp kk
i j

p k jp k p jp kk k k

X t S S t
U

S t S t

  

     

  


  
；

c(•)为 Copula 函数的 PDF； 为待求 Copula 函数参

数值。 

边缘分布： 

2 2
B b a

1 1 1

2
a

2 2
1 1 b a

1
ln ( ) ln 2π ln ( , ) ln [ ( ) ( ) ( , )]
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 (20)

分别对式（20）中 2
a ( )pk S 、 a ( )k pS 进行一阶求

偏导，可得： 

B

a

B

2
a

ln ( )
0

( )

ln ( )
0

( )

k

k p

k

k p

L
S

L

S








  
   

 

 (21) 

显然，由式（21）难以求得 a ( )k pS 的显式表达

式。当给定参数 a ( )k pS 、 b ( )k pS 、 ( )k pS 时，可得

关于 a ( )k pS 的极大似然估计： 

2 2
1 1 b a

a

2 2
1 1 b a

( / )

( ) ( ) ( , )
ˆ ( )

( , )

( ) ( ) ( , )

p p

p p

m n
ik jp p

i j k p k p k jp k
k p m n

k jp k

i j k p k p k jp k

X t S
S S t

S
t

S S t

   


 

   

 

 



 




 




 

(22) 

将 aˆ ( )k pS 代入式（20），即得关于 a ( )k pS 、

b ( )k pS 、 ( )k pS 的剖面对数似然函数。 

首先，求解 aˆ ( )k pS 、 bˆ ( )k pS 、 ˆ ( )k pS 。选取

a ( )k pS 、 b ( )k pS 、 ( )k pS 作为决策变量，采用 Matlab

中的 fminsearch 函数进行多维遍历搜寻[14]，遍历搜寻 

对应的返回值即为 aˆ ( )k pS 、 bˆ ( )k pS 、 ˆ ( )k pS 。 

其次，求解 ˆk 、 aˆ ( )k pS 。将各加速应力下的

ˆ ( )k pS 取平均值，作为 ˆk
[25]。再将求得的 ˆ ( )ak pS 、

bˆ ( )k pS 、 ˆk 代入式（22）即可求出 aˆ ( )k pS 。 

最后，求解式（19）中的未知参数 ̂ 。首先选取

最优 Copula 函数，进而对式（19）进行极大似然估

计，求得 ̂ 。综上，求得各加速应力 Sp 下的参数估

计值：   a a b ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ( ), ( ), ( ), , )k p k p k p kS S S S      。 

Step2：回归分析。收集 Step1 中各加速应力 Sp

下的参数估计值  S ，利用式（18）进行回归分析，

最后求得所需未知参数：
a a a a

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , ,
k k k k         

b b
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , )

k k k        。 

4  试验结果分析 

利用上述参数估计方法求解各性能指标未知参

数估计值，结果见表 1。结合上述求得的参数估计值，

利用 AIC 信息准则为模型选取最优 Copula 函数，结

果见表 2。 

 

表 1  各性能指标未知参数估计值 
Tab.1 Estimated values of unknown parameters of each performance index 

模型参数 
a

ˆ  
â  

â  
â  

b̂  
b̂  ̂  

应力松弛率 δ 4.516 9 –2 491.3 –11.618 8 47.965 8 5.191 1 –3 372.9 0.108 5 

压缩永久变形率 ε 3.378 9 –2 151.9 –10.577 3 –365.011 2 4.474 1 –3 188.2 0.090 7 

 

表 2  多元随机效应 Wiener 过程模型 AIC 值 
Tab.2 AIC value of Wiener multivariate random effect process model 

Copula Frank Gaussian Clayton 

AIC value –4 764.3 –2 454.2 –4 742.3 
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由表 2 可知，Frank Copula 函数的 AIC 值最小，

多元随机效应 Wiener 过程模型采用 Frank Copula 函

数的拟合效果最优。选定 Copula 函数后，进而求解

相应 Copula 函数参数估计值，结果见表 3。 

利用式（18）推导正常应力 S0（25 ℃）下多元

随机效应 Wiener 过程模型参数，结果见表 4。采用相

应函数，对某弹用弹簧可靠度进行评估，其评估结果

如图 3 所示。 
 

表 3  Copula 函数参数估计值 
Tab.3 Parameter estimation of Copula function 

Copula ̂  ̂  

Clayton 5.322 9 –1 332.6 

 
表 4  正常应力 S0 下多元随机效应 Wiener 过程模型参数 
Tab.4 Parameters of with multivariate random effect Wiener 

process model under normal stress S0 

性能退化量 a 0( )k S  a 0( )k S  b 0( )k S   

δ 0.021 4 1.056 6×10–5 0.002 2 2.342 1

ε 0.021 4 7.488 6×10–6 0.002 0   

 

 

图 3 某弹用弹簧可靠度曲线 
Fig.3 Reliability curve of the ammunition spring 

 
对图 3 中的曲线进行分析，当贮存条件为 25 ℃、

可靠度为 0.9 时，基于应力松弛率退化模型得到某弹

用弹簧的贮存寿命为 17.5 a，基于压缩永久变形率退

化模型得到其贮存寿命为 13 a。基于本文构建的多元

随机效应 Wiener 过程模型，考虑参数的相关性时，

得到某弹用弹簧贮存寿命为 12 a；不考虑参数的相关

性时，得到其贮存寿命为 11.5 a。 

图 3 曲线表明，在同一时间点下，本文模型对

某弹用弹簧可靠度的评估结果低于单参数模型的评

估结果，即基于多元随机效应 Wiener 过程模型的可

靠性评估结果更为保守。考虑到某弹用弹簧的失效

可能导致严重的后果，因此为保证某弹用弹簧得到

及时有效的维护，采取保守的可靠度评估结果则更

加有效。 

5  结论 

基于多元随机效应 Wiener 过程的某弹用弹簧可

靠性评估研究，可得到如下结论： 

1）利用本文构建的多元随机效应 Wiener 过程

模型，为某弹用弹簧的定期维护提供了一定的理论

指导。 

2）文中目前仅考虑产品性能退化量与时间的关

联性，然而并未考虑产品当前的性能退化状态也会影

响其后续性能退化过程。因此，针对时间-状态相关

的非线性随机退化系统的可靠性建模问题需要进一

步研究。 
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