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摘要：目的  利用频域子结构方法实现复杂结构系统随机振动环境的高效准确预示。方法  基于

Sherman-Morrison-Woodbury 公式，对考虑弹性连接的频域子结构方法进行重新推导，解决现有方法应用场

景受弹性连接系统位移阻抗矩阵奇异性限制的问题。进一步，通过推导复杂结构系统的位移频响函数与加

速度传递函数之间的转换关系，形成基于频域子结构方法的随机振动环境预示方法。结果 设计了“模拟实

验室随机振动试验”的仿真算例，并分别利用有限元软件和文中方法对仿真算例的随机振动环境进行了仿

真预示和计算预示，2 种方法的预示结果一致。结论 提出了一种基于频域子结构方法的随机振动环境预示

方法，为复杂结构系统的环境预示提供了一种新思路。 
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Reformulation of FRF-based Substructuring Method and Its Application 
in Environment Prediction 

CHEN Jiang-pan 

(Beijing Institute of Electronic System Engineering, Beijing 100854, China) 

ABSTRACT: The work aims to efficiently and precisely predict the random vibration environment of complex structure sys-

tems according to the FRF-based substructuring method. First of all, the FRF-based substructuring method considering elastic 

connections was reformulated based on the Sherman-Morrison-Woodbury formula to break the bottleneck that the application 

field of the existing method was limited by the singularity of displacement impedance matrix of elastic connection systems. 

Secondly, according to the transformation relationship between the force-displacement frequency response function and the ac-

celeration transfer function of complex structure systems, the prediction method for random vibration environment based on the 

FRF-based substructuring method was proposed. A simulation example for "simulating random vibration experiment" was de-

signed. The finite element model and the method proposed in this work were used to predict the simulation and calculation of 

the random vibration environment for the simulation example. The predicted results of the two methods were consistent. A ran-

dom vibration environment prediction method based on the FRF-based substructuring method is proposed. It provides a new 

idea for environmental prediction of complex structure systems. 

KEY WORDS: FRF-based substructuring method; random vibration; environment prediction; frequency response func-
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tion; transfer function; displacement impedance 

导弹装备在飞行过程中将承受由发动机推力脉

动、喷气噪声以及气动噪声等诱发的振动环境，由于

该环境具有宽频带、高强度、随机性大等特点，是导

弹装备寿命期内遇到的极为严酷的环境之一[1-2]。恰

当制定随机振动环境条件，对于导弹装备的环境适应

性设计和地面验证至关重要，条件过低会导致装备难

以承受实际飞行环境，进而造成飞行失败，条件过高

会导致装备研制难度、周期以及研制经费等增加[3-4]。

对于新研型号，由于不确定的因素很多，而可参考的

数据又相对匮乏，因此在设计阶段基于仿真技术开展

环境预示，以获取弹上典型部位的随机振动响应，对

于导弹装备随机振动环境条件的合理制定具有一定

的参考价值。 

导弹装备结构系统十分复杂，其离散后的有限元

模型规模庞大，直接进行仿真分析的计算效率较低。

频域子结构方法（FRF-based Substructuring Method，

FBSM）的提出与发展有效解决了复杂结构频响函数

的计算效率问题，该方法自经提出先后经历了阻抗耦

合方法[5]、导纳耦合方法[6]、广义导纳耦合方法[7]和

考虑弹性连接的广义导纳耦合方法[8-10]。FBSM 的方

法原理为：首先，根据分析需求和结构特征，将整体

结构划分成若干子结构；然后，通过试验测量或仿真

计算，获得各子结构的频响函数；最后，通过引入界

面力平衡和位移协调条件，将各子结构的频响函数进

行耦合，获得整体结构的频响函数。由于各子结构可

忽略高阶模态影响，利用模态叠加法计算带内频响函

数，因此 FBSM 可在满足实际工程应用精度需求的

前提下，显著提升计算效率[11]。此外，FBSM 还具有

以下优点：1）若某子结构需进行结构优化，则只需

获得该子结构优化后的频响函数，即可利用 FBSM 与

其他子结构重新耦合获得优化后整体结构的频响函

数；2）各子结构可由不同单位分别进行设计、分析

与测试，最后交由总体单位进行耦合分析，符合导弹

装备的研制特点；3）FBSM 的输入为各子结构的频

响函数，对获取频响函数的试验方法或仿真分析平台

等不作限制[11-12]。需要说明的是，利用 FBSM 进行子

结构耦合获得的是位移频响函数，而工程中随机振动

环境预示通常需要利用加速度传递函数[13]，故亟需开

展位移频响函数与加速度传递函数之间的转换关系

研究。 

文中首先基于 SMW（Sherman-Morrison-Wood 

bury）公式对考虑弹性连接的 FBSM 进行了重新推

导，形成了适用范围更广的表达形式。然后，根据线

性系统的振动方程推导获得了复杂结构系统的位移

频响函数与加速度传递函数之间的转换关系，并据此

进一步研究形成了基于 FBSM 的随机振动环境预示

方法。最后，通过设计仿真算例对文中研究方法进行

了仿真验证。论文所得结论可为复杂结构系统的随机

振动环境预示提供一定的帮助。 

1  考虑弹性连接的 FBSM 再推导 

1.1  现有方法推导 

考虑弹性连接的 FBSM 要求将所有子结构和所

有弹性连接分别当作一个子结构系统和一个弹性连

接系统进行处理[11]，如图 1 所示。其中： w 和 w 分

别为整体结构和子结构系统的内部自由度； u 和 v 、

u 和 v 、u和 v分别为整体结构、子结构系统、弹性

连接系统的界面自由度。 
 

 
 

图 1  考虑弹性连接的 FBSM 推导示意图 
Fig.1 Schematic diagram used to derive FBSM considering 

elastic connections 
 

根据结构动力学原理，图 1 所示的子结构系统和

弹性连接系统的位移频响函数矩阵 H 和位移阻抗矩

阵 Z 分别为： 
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式中： x、 f 、 H 、 Z 分别为位移向量、力向

量、位移频响函数矩阵、位移阻抗矩阵。子结构系统

耦合前后，其内部自由度保持不变，见式（3）。同时，

引入界面自由度位移协调和力平衡条件，分别见式

（4）和式（5）。 
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由此可得： 
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将式（7）代入式（6），并整理成矩阵形式可得： 
11                      

 
   
       

    

    

u uu uv uu uv

v vu vv vu vv

w
uw uu uv

u
vw vu vv

v

f Z Z H H
f Z Z H H

f
H H H

f
H H H

f

 

(8)

 

进一步，将式（3）—（5）代入式（1），并整理

可得： 
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此时，将式（8）代入式（9）并进行整理，即可

获得整体结构的位移频响函数矩阵 XH 的表达式为： 

T
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上述即为现有考虑弹性连接的 FBSM 的推导过

程。由式（10）可知，该方法无法直接用于处理具有

奇异性位移阻抗矩阵弹性连接系统的子结构耦合问题。 

1.2  基于 SMW 公式再推导 

利用图 1 所示的示意图，首先对式（2）中弹性

连接系统的位移阻抗矩阵 Z 作如下变换： 
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式中： BZ 为变换后矩阵；P和Q均为变换矩阵；

I为单位矩阵。将式（11）代入式（2）并整理可得： 
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又由式（1）、（3）—（5）可得： 
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进一步，将式（12）代入式（13）并整理可得： 
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此时，根据结构动力学原理，可得整体结构的位

移频响函数矩阵 ZH ： 

   1 11 1      
Z BH H Z H PZQ  (15) 

观察式（15），其右端与 SMW 公式具有相同的

表达形式。SMW 公式为[10]： 

    11 1 1 1 1 1        A MBN A A M B NA M NA  

  (16) 
SMW 公式要求矩阵 M和矩阵 N 均为矩形矩阵，

矩阵 B为非奇异矩阵[14-15]。由式（11）可知，式（15）

中的矩阵 P和 Q均为矩形矩阵，但矩阵 Z 是否为奇

异取决于弹性连接系统的动力学特性。为了满足

SMW 公式要求，对矩阵 Z 进行奇异值分解： 
TZ UΔV   (17) 

式中：矩阵 Δ为矩阵 Z 的正奇异值对角阵，为非

奇异矩阵；矩阵U 和矩阵V 均为正交矩阵。将式（17）

代入式（15）并整理可得： 

    1
1 T

   ZH H PU Δ V Q  (18) 

式中：矩阵 PU 和矩阵 TV Q均为矩形矩阵，矩阵

Δ为非奇异矩阵，满足 SMW 公式要求。因此，基于

SMW 公式可得整体结构的位移频响函数矩阵 ZH 的

表达式： 

  11 T T   ΔZH H HPU V QHPU V QH  

1
1 T

T

T




 
             

 
 
 
  

Δ
wu wv

uu uv
uu uv

vu vv
vu vv

wu wv

uu uv

vu vv

H H
H H

H H H U V U
H H

H H

H H
V H H

H H

 

(19)

 

上述即为基于 SMW 公式考虑弹性连接的 FBSM

的再推导过程。虽然推导结果与式（10）所示现有方

法具有相似的表达式，但通过对比不难看出，文中基

于 SMW 公式的再推导方法具有以下 3 个方面的优

势：1）无论弹性连接系统的位移阻抗矩阵是否奇异，

该方法均可直接用于处理子结构耦合问题；2）当弹

性连接系统的位移阻抗矩阵奇异时，参与求逆运算的

矩阵阶数相对更低，具有更高的计算效率；3）推导
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过程更为简洁，不涉及大量的矩阵运算。 

2  随机振动环境预示应用研究 

对于线性系统的随机振动，在基础激励作用下的

加速度响应计算公式为[16-20]： 

     2
a ab b  S G S  (20) 

式中：下标 a 和 b 分别为激励自由度和响应自由

度；  b S 为激励自由度的加速度激励功率谱密度；

 a S 为响应自由度的加速度响应功率谱密度；

 ab G 为激励自由度与响应自由度之间的加速度传

递函数矩阵；  为角频率。加速度传递函数矩阵

 ab G 可通过线性系统在加速度基础激励作用下的

振动方程推导获得： 
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式中：M、C、K 分别为线性系统的质量矩阵、

阻尼矩阵、刚度矩阵；  tx 、  tx 、  tx 分别为加

速度向量、速度向量、位移向量。对式（21）进行展

开并整理可得： 
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对式（22）两端同时进行傅里叶变换[21]并整理可得： 
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式中：  X 为  x t 的频谱； j为虚数单位。此

时，根据式（23）可得加速度传递函数矩阵  ab G 的

表达式为： 
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根据结构动力学原理，线性系统的位移频响函数

矩阵和位移阻抗矩阵的计算公式为[21]： 

      11 2 j   


     H Z K M C  (25) 

将式（25）代入式（24）并整理可得： 

     ab gz ab   G H Z  (26) 

   
      1aa ab

zy
ba bb

 


 
 

    
 

Z Z
H

Z Z
 (27) 

式中：  gz H 和  zy H 分别为线性系统在激励

自由度为固支状态和自由状态下的位移频响函数矩

阵；  ab Z 为线性系统在激励自由度为自由状态下

的响应自由度与激励自由度之间的位移阻抗矩阵。 
对于复杂结构系统，为了提高计算效率，位移频

响函数矩阵  gz H 和  zy H 均可通过 FBSM 计算

处理获得。综上所述，基于 FBSM 的随机振动环境预

示方法如图 2 所示。 
 

 
 

图 2  基于 FBSM 的随机振动环境预示方法 
Fig.2 Environment prediction method for random vibration 

based on FBSM 

3  算例仿真验证 

3.1  有限元建模 

为了验证基于 FBSM 的随机振动环境预示方法

的可行性，设计了如图 3 所示的仿真算例。该算例由

子结构 A、子结构 B 和子结构 C 通过 2 个完全相同

的弹性连接装配组成，3 个子结构均为空心圆柱体，

除长度不同外，其他参数均相同。在子结构 A、B 上

沿 X 轴分别均布有 3、5 个结点，在子结构 C 的两端

各布置有 1 个结点。模拟实验室随机振动试验，振动

工装的装卡位置为结点 5 和结点 7，激励方向为 Y 轴，

即振动台的随机振动激励通过振动工装作用于结点 5

和结点 7 的 Y 轴平动自由度，边界条件为结点 5 和结

点 7 的其他自由度固支，振动谱型如图 4 所示。 
 

 
 

图 3  仿真算例 
Fig.3 Simulation example 
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图 4  随机振动激励谱型 
Fig.4 Excitation spectrum of random vibration 

 

利用有限元软件 MSC/Patran 对图 3 所示仿真算

例模拟实验室随机振动试验状态进行有限元建模，其

中，3 个子结构利用圆环截面梁单元建模；弹性连接

利用无质量圆形截面梁单元等效模拟[22-24]；模型外建

立 1 个独立结点，并在结点 5 和结点 7 与独立结点之

间分别设置 MPC/Rigid 约束；随机振动激励沿独立结

点 Y 轴平动自由度施加，独立结点的其他 5 个自由度

均设置为固支约束。具体有限元模型如图 5 所示，模

型参数见表 1。 

3.2  随机振动环境预示 

分别利用有限元软件 MSC/Nastran 和基于 FBSM  

 
 

图 5  仿真算例有限元模型 
Fig.5 Finite element model of simulation example 

 
的随机振动环境预示方法对仿真算例模拟实验室随

机振动试验状态下 8 个结点（不包括激励结点 5 和激

励结点 7）的 Y 轴平动自由度的随机振动响应进行了

仿真预示和计算预示。仿真预示直接利用有限元软件

对图 5 所示有限元模型进行计算。在利用 FBSM 进行

计算预示时，子结构系统和弹性连接系统的模态信息

和物理参数均通过图 5 所示有限元模型计算获取。其

中，由于无质量圆形截面梁单元的刚度矩阵为奇异矩

阵，故弹性连接系统的位移阻抗矩阵也具有奇异性[11]，

但可利用文中基于 SMW 公式再推导获得的 FBSM 直

接进行耦合分析，体现了该方法的优越性。仿真预示

和计算预示结果的对比情况如图 6 所示，实线为随机

振动激励谱型，点划线为有限元软件仿真预示结果，

虚线为基于 FBSM 的计算预示结果。由图 6 可知，基

于 FBSM 的计算预示结果与有限元软件的仿真预示

结果一致，表明文中所提基于 FBSM 的随机振动环境

预示方法正确可行。 
 
 

 
 

图 6  随机振动环境预示结果对比情况 
Fig.6 Comparison of prediction results of random vibration environment: a) node 1; b) node 2; c) node 3; d) node 4;  

e) node 6; f) node 8; g) node 9; h) node 10 
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表 1  仿真算例有限元模型参数 
Tab.1 Finite element model parameters of simulation example 

结构名称 单元长度/m 单元数量 弹性模量/GPa 泊松比 密度/(kg·m–3) 截面半径/m 

子结构 A 0.05 20 210 0.3 7 800 外 0.1，内 0.095 

子结构 B 0.05 40 210 0.3 7 800 外 0.1，内 0.095 

子结构 C 0.05 10 210 0.3 7 800 外 0.1，内 0.095 

弹性连接 0.03 2 210 0 0 0.012 

 

4  结论 

1）基于 SMW 公式，对考虑弹性连接的 FBSM

进行了重新推导，解决了现有方法无法直接处理具有

奇异性位移阻抗矩阵弹性连接系统的子结构耦合问题。 

2）推导获得了复杂结构系统的位移频响函数与

加速度传递函数之间的转换关系，并据此形成了基于

FBSM 的随机振动环境高效预示方法。 

3）设计了“模拟实验室随机振动试验”的仿真

算例，仿真验证了文中方法的正确性，对于装备的随

机振动环境预示具有参考意义。 
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