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摘要：考虑到试验设计人员更关注模型参数的估计精度，而传统试验优化方法以产品可靠性与寿命相

关参数的预测精度为目标，提出将D优化方法引入恒定应力加速退化试验（CSADT）设计中。首先，用随机

过程描述CSADT中产品性能退化的过程，通过对数似然函数，推导Fisher信息矩阵，基于D优化方法建立优

化目标，以试验费用为约束条件，明确优化问题，给出最优试验变量：各应力水平、各应力下样本分配和试验

时间分配。然后，应用该方法给出仿真实例。最后，通过模型参数偏差的敏感性分析，说明在一定偏差范围

内，优化结果具有良好的稳健性。
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Abstract：Considering designers′interests in accuracy estimation of model parameters, D optimization was proposed to
design CSADT (Constant Stress Accelerated Degradation Testing), while traditional optimization method aims at the prediction
accuracy of parameters related to reliability and lifetime of products. Stochastic process was used to describe a typical CSADT
problem. The optimization problem was established by defining Fisher information matrix based on log-likelihood function. Under
the constraint that the total experimental cost does not exceed a predetermined budget, optimization test variables, including stress
levels, sample size, and testing time, at each stress level are given. Simulation examples were presented to demonstrate the proposed
method. Sensitivity analyses showed that the optimization plan is robust within acceptable difference from the assumed value of
parameters.
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加速退化试验（ADT，Accelerated Degradation

Testing）是解决长寿命、高可靠性产品寿命与可靠性

评估问题的关键技术。为了在有限经费的约束下，

减少误差并提高评估精度，需要对ADT进行优化设
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计，使试验的效果及信息的利用达到最优。针对试

验设计人员关注点的不同，Ng

[1]

等将加速试验优化设

计准则分为两类：准则I，关注产品可靠性与寿命相

关参数的预测精度，以该参数的渐进方差（均方误差

等）最小为目标；准则II，关注模型未知参数的估计

精度，以模型参数估计方差最小为目标，主要是D优

化。目前ADT优化设计的文献中多数是基于准则I

进行研究的

[2—10]

。

D优化最大化信息矩阵的行列式的值，由于信

息矩阵与方差-协方差矩阵互逆，因此同时最小化了

方差-协方差矩阵的行列式值。在ALT设计中，D优

化方法已应用较广

[11]

。这两种准则同样适用于

ADT，当试验设计人员更关注模型参数估计精度时，

则应采用D优化。恒定应力加速退化试验（CSADT，

Constant Stress Accelerated Degradation Testing）是一

类技术更为成熟且应用更为广泛的ADT，在费用较为

充足的情况下，工程人员更倾向于选择实施CSADT。

因此，文中采用D优化方法设计CSADT方案。

1 试验过程

选择K个加速应力水平 S
1
，S

2
，…，SK，它们都高

于正常应力水平 S
0
，低于产品的工作极限应力 S

max
，

一般有 S
0
＜S

1
＜ S

2
＜…＜SK＜S

max
。将总数量为 n的

样本分为K组，每组在一个加速应力水平下进行退

化试验，第 k个应力下的样本分配比为 pk，即样本量

nk=n·pk，为具有统计意义，nk应不小于3。总试验时

间为 t，第 k个应力下的试验时间分配比为 rk，则试验

时间为 tk=t·rk（k=1，…，K），令产品性能监测时间间

隔为Δt，则性能监测次数Mk=tk/Δt。试验剖面如图

1所示。

加速退化试验是根据高应力下产品的性能退化

数据，外推正常应力下产品的寿命与可靠性，包含两

个维度的“外推”：1）应力上的外推，即由高应力下产

品性能数据外推正常应力下产品的寿命与可靠性；

2）时间上的外推，即由产品性能退化趋势外推产品

失效时间。为保证应力外推的可行性和精度，应力

水平数K一般取值2~5。K太小，则外推精度低；K太
大，则试验成本高。需综合试验费用、设备等情况确

定K值。为保证时间外推的精度，应结合试验费用

和产品性能退化情况，合理确定每一应力下的试验

时间。

2 优化问题

2.1 随机过程模型

文中采用漂移布朗运动描述产品的性能退化过

程，模型假设如下：1）产品的性能退化过程具有单调

性，即性能发生的退化不可逆；2）在不同应力水平

下，产品性能的随机变量均服从同一参数族分布，即

每个应力水平下，产品的失效机理不变；3）产品的残

余寿命仅依赖于当时已累积失效部分和当时应力水

平，而与累积方式无关。模型表达如式（1）所示

[1]

。

Y（t）=σB（t）+d（s）·t+y
0

（1）

式中：Y（t）为产品性能退化过程，是一个漂移布

朗运动；B（t）均值为0，方差为时间 t的标准布朗运

动，B（t）~N（0，t）；σ为扩散系数，是大于0的常数，描

述个体差异、操作和环境条件引起的差异等，因此假

设σ不随应力和时间而改变；y
0
为漂移布朗运动的

起始点，即产品性能初始值；d（s）为漂移系数，也可

称为性能退化率，它是一个与应力相关的确定性函

数，是加速模型。

文中假定 d（s）为Arrhenius模型，加速应力为温

度，即：

d（Sk）=exp［A+B/（SK+273.15）］ （2）

式中：A为常数；B=-Ea/k，k是波尔兹曼常数，Ea

是激活能（单位为eV）；Sk这里代表温度，单位为℃。

2.2 优化目标

设K个应力水平的CSADT，第 k个应力水平下

第 i个样本的第 j次性能监测时间为 tkij（k=1，…，K；
图1 CSADT剖面

Fig. 1 CSADT profile
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i=1，…，nk；j=1，…，Mk），监测到的性能值为 ykij。布朗

运动是高斯过程，因此性能增量ΔD（=ykij-yki（j-1））独
立且服从正态分布，即ΔD~N（d（s）Δt，σ2

Δt）[12]

。

独立增量的概率密度和对数似然函数分别为式（3）

和（4）。其中，未知参数θ=（A，B，σ）。
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可以看出，总样本量 n和总试验时间 t对Fisher

信息矩阵行列式的值｜F（θ）｜影响很大，样本量和

试验时间受制于试验费用，因此试验费用越高，评估

精度也越高。｜F（θ）｜可分解为两部分：f（n，t，Δt）
和g（pk，rk，Sk）。如何合理确定这些变量使｜F（θ）｜
最大，是文中要解决的问题。

2.3 约束条件

约束条件可分为试验费用约束和试验变量实际

取值范围约束。试验费用分为样本费用和试验实施

费用，则有：

t·C
o
+n·C

d
≤C

t
（8）

式中：C
t
为试验总成本；C

o
为单位时间内实施试

验的费用，含监测费用、人员工资、设备耗损等；C
d
为

样本单价。

试验变量实际取值范围可归纳为：1）S
0
＜S

1
＜

S
2
＜…＜SK≤S

max
；2）1＞r

1
≥r

2
≥…≥rK>0，

书书书

!
!

"#!
rk=

1，tk=t×rk，为确保每一应力下获得足够的信息量，低

应力下的试验时间应比高应力下的长；3）pk≥3/n，

书书书

!
!

"#!
pk=1（k=1，2，…，K）。

综上，优化问题可描述为：

max ｜F（θ）｜=f（n，t，Δt）×g（pk，rk，Sk）
t·C

o
+n·C

d
≤C

t

S
0
＜S

1
＜S

2
＜…＜SK≤S

max

1＞r
1
≥r

2
≥…≥rK>0，

书书书

!
!

"#!
rk=1

pk≥3/n，

书书书

!
!

"#!
pk=1（k=1，2，…，K） （9）

3 优化算法和仿真算例

3.1 优化算法

分析式（9）可以看出，该优化问题实际为两个优

化问题，如式（10）和（11）：

max f（n，t，Δt）
t·C

o
+n·C

d
≤C

t

max g（pk，rk，Sk）
S
0
＜S

1
＜S

2
＜…＜SK≤S

max

1＞r
1
≥r

2
≥…≥rK>0，

书书书

!
!

"#!
rk=1

pk≥3/n，

书书书

!
!

"#!
pk=1（k=1，2，…，K）

针对式（10），可很容易从式（12）得知，Δt取单位

时间，n=C
t
/（2C

d
），t=（C

t
-n×C

d
）/C

o
时，f为最大值。

（10）

（11）

基于信息的优化方法关注于模型参数的评估精

度，D优化最大化Fisher信息矩阵的行列式的值，其

目标函数为：

max det

书书书
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表1 模型参数值

Tab. 1 Value of parameters

A

12

Ea/ eV

0.65

σ

0.002

表2 试验费用构成

Tab. 2 Cost of configuration

C
t

200×10

3

元

C
d

5×10

3

元/件

C
o

0.3×10

3

元/h

表3 应力搜索步长为5 ℃的优化结果

Tab. 3 Optimization results when stress step is 5℃

K

2

3

4

S
1
，…，SK
90，110

90，105，110

90，95，105，110

n
1
，…，nK
10，10

11，3，6

7，4，4，5

r
1
，…，rK
0.5，0.5

0.6，0.2，0.2

0.4，0.2，0.2，0.2

t
1
，…，tK

167，166

200，67，66

133，67，67，66

g×10

25

32.7

10.4

3.37

p
1
，…，pK
0.5，0.5

0.55，0.15，0.30

0.35，0.20，0.20，0.25

｜F（θ）｜×10

-8

18.85

6.01

1.94

表4 应力搜索步长为1 ℃的优化结果

Tab. 4 Optimization results when stress step is 1℃

K

2

3

4

S
1
，…，SK
90，110

91，109，110

91，108，109，110

n
1
，…，nK
10，10

10，7，3

7，4，4，5

r
1
，…，rK
0.5，0.5

0.5，0.4，0.1

0.6，0.2，0.1，0.1

t
1
，…，tK

167，166

167，133，33

200，67，33，33

g×10

25

32.9

13.7

4.43

p
1
，…，pK
0.5，0.5

0.50，0.35，0.15

0.35，0.20，0.20，0.25

｜F（θ）｜×10

-8

18.97

7.93

2.56

f（n，t，Δt）=
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针对式（11），首先确定模型参数值 A，B和σ，

应力水平数K，正常应力S
0
及最高应力水平SK；然后

找出满足约束条件的所有应力组合 S
1
，S

2
，…，SK∈

ΩS，所有时间分配比例组合 r
1
，r

2
，…，rK∈Ωr，以及

样本分配组合 p
1
，p

2
，…，pK∈Ωp，构成方案集合D，

即ΩS×Ωr×Ωp，通过三重循环，对方案集合D中所

有方案，计算 g（pk，rk，Sk），取函数 g最大值的方案作

为最优方案。

3.2 仿真算例

基于上述优化模型和算法，通过仿真算例说明

基于D优化方法的CSADT优化程序。假设对受试产

品进行敏感应力分析，确定试验应力为温度，产品正

常工作温度为25 ℃，工作极限略高于110 ℃，令试

验最高应力水平 SK=110 ℃。对试验进行优化设计

前，根据产品设计信息、工程人员经验等确定模型未

知参数θ。θ的估计值见表 1，试验成本上限C
t
、试

验实施单价C
o
和样本单价C

d
见表 2。

首先根据式（12）计算得到 n=C
t
/（2C

d
）=20件，t=

（C
t
-n×C

d
）/C

o
=333 h，Δt=1 h，实际费用为199.9×

10

3

元，则 f（n，t，Δt）= 5.77×10

32

。然后根据式（11）

确定变量 pk，rk，Sk。在寻找满足约束条件的所有 pk
组合中，令搜索步长为1/n；在寻找满足约束条件的

所有 rk组合中，为缩短优化时间，令搜索步长为0.1；

在寻找满足约束条件的所有 Sk组合中，为缩短优化

时间，令搜索步长为5℃。优化结果见表 3。通过减

小搜索步长可获得更为精确的结果，表 4是将应力

步长缩短为1℃时的优化结果。

从表 3和表 4可以看出：

1）文中基于D优化方法，通过在满足约束条件

的决策变量的取值空间内寻优，得到变量的最优

解。优化目标Fisher信息矩阵行列式的值｜F（θ）｜

都大于10

8

，由于信息矩阵与方差-协方差矩阵互为

倒数，因此模型参数方差小于10

-8

。说明该方法可有

效降低模型参数估计的误差，提高寿命与可靠性评

估精度。
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2）2应力水平下，｜F（θ）｜最大，即评估精度最

高。最高应力确定时，不同应力水平数下，最低应力

相同。对多个水平，最低应力水平 S
1
下的样本量最

多，试验时间最长。

3）2应力水平的高应力和低应力下，样本分配

和试验时间分配相等。这是由于D优化试验设计的

目的是最小化模型参数估计的不确定性，基于D优

化的加速试验设计存在这一特点

[12]

。观测多应力水

平的最优试验应力，可分为高应力和低应力两类（如

表 3中的4应力水平，可分90 ℃和95 ℃为低应力，

105 ℃和110 ℃为高应力），两类应力水平下，试验样

本量和试验时间分配相近，低应力下略多，符合D优

化设计试验项均分的特点。

4）对比表 3和表 4可以看出，细化应力搜索步

长后，评估精度略有增加，但最高、最低应力外的其

他应力与最高应力太接近，不符合工程实际，这其实

是2应力水平下｜F（θ）｜达到最大值的一个变形，

实际是2应力水平。因此确定试验最优应力时，可

先确定最高、最低应力，而后在最高、最低应力附近

选择合适的温度作为其他应力水平，确定应力水平

后，再对样本分配和试验时间分配进行寻优。例

如，针对表 3中的3应力和4应力水平，在低应力

90 ℃附近选择 85 ℃，在高应力 110 ℃附近选择

105 ℃，结果如表 5所示，｜F（θ）｜虽略有降低，但

也可以有效降低模型参数估计误差，不失为一个合

理的选择。

表5 合理改变应力水平的优化结果

Tab. 5 Optimization results when stress levels change

K

3

4

S
1
，…，SK

85，90，110

85，90，105，110

n
1
，…，nK
8，3，9

7，4，4，5

r
1
，…，rK

0.4，0.3，0.3

0.4，0.2，0.2，0.2

t
1
，…，tK

133，100，100

133，67，67，66

g×10

25

9.08

3.23

p
1
，…，pK

0.40，0.15，0.45

0.35，0.20，0.20，0.25

｜F（θ）｜×10

-8

5.238

1.860

4 敏感性分析

试验优化设计是试验数据评估的逆过程。在设

计试验方案时，需根据产品设计信息、少量预试验及

工程经验等，预估模型参数A，B，σ。这些预估值与

真实值之间会有一些偏差，而模型参数估计值的不

准确必然会影响试验优化设计的准确性。本节讨论

试验优化结果对模型参数偏差的敏感性。假定模型

参数的真值为上述算例中的初始值，试验费用等信

息也与算例一致，ε
1
，ε

2
和ε

3
分别代表模型参数A，

B，σ的偏差，根据在模型参数偏差范围内，试验优化

方案的变动情况，来分析该方法是否具有良好的稳

健性。以表 3中3应力水平的最优方案为例，每个参

数不同偏差下的优化结果见表 6，可以看出，在模型

参数一定偏差范围内，试验最优方案几乎不变，说明

该方法对模型参数偏差不敏感。

对于参数 A，误差ε
1
波动在±50%范围内，最

优方案不变，优化目标｜F（θ）｜的值随着ε
1
增大

（减小）而增大（减小）；对于参数σ，误差ε
3
波动

在±50%范围内，最优方案也不变，优化目标｜F

（θ）｜的值随着ε
3
增大(减小)而减小(增大)；对于参

数B，误差ε
2
波动在-50%~+10%范围内，最优方案

不变，优化目标｜F（θ）｜的值随着ε
2
减小而增大，

ε
2
增到20%时，最低应力变为95 ℃，增到50%时，

最低应力变为 95 ℃的同时，样本分配也发生变

动，但此时｜F（θ）｜很小，该优化方法已不适用。

因此在模型参数一定偏差范围内，基于D优化的

ADT设计方法具有良好的稳健性。参数 B=-Ea/k，

其中Ea为激活能，激活能增加时，则需要更高的应力

来激发产品内部化学反应，加快性能退化，因此最优

方案中的应力水平S
1
相对真值有所增加。由于激活

能对优化方案的影响较大，因此在试验设计前应重

点分析，以减少参数误差，提高优化设计的准确性。

5 结论

1）采用漂移布朗运动对产品性能退化过程建

模，基于D优化建立目标函数，以试验费用和决策变

量的实际取值范围为约束条件，给出最优试验变量：

试验应力水平、每一应力水平下样本量和试验时间。

2）通过算例验证了文中提出的方法，说明该方
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表 6 模型参数不同偏差下CSADT的优化结果

Tab. 6 Optimization results for CSADT under different errors of model parameters

编号

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

ε
1

0

+10%

+50%

-10%

-50%

0

0

0

0

0

0

0

0

0

ε
3

0

0

0

0

0

+10%

+50%

-10%

-50%

0

0

0

0

0

S
1

90

90

90

90

90

90

90

90

90

90

95

95

90

90

S
2

105

105

105

105

105

105

105

105

105

105

105

105

105

105

n
1

11

11

11

11

11

11

11

11

11

11

11

10

11

11

ε
2

0

0

0

0

0

0

0

0

0

+10%

+20%

+50%

-10%

-50%

n
2

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

3

n
3

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

7

6

6

t
1

200

200

200

200

200

200

200

200

200

200

200

200

200

200

t
2

67

67

67

67

67

67

67

67

67

67

67

67

67

67

t
3

66

66

66

66

66

66

66

66

66

66

66

66

66

66

｜F（θ）｜
6.01×10

8

7.31×10

10

1.59×10

19

4.95×10

6

2.27×10

-2

2.81×10

8

2.35×10

7

1.4×10

9

1.54×10

11

1.83×10

5

5.86×10

1

1.98×10

-9

1.97×10

12

2.12×10

19

法可有效降低模型参数的估计误差，从而提高产品

寿命和可靠性的评估精度。

3）2应力水平的优化目标函数值比多应力水平

的大，但为了保证应力外推的准确性，应力水平数应

大于2。

4）D优化方法有均分试验项的特点，2应力水平

下，样本量和试验时间相等；多应力水平可分为高、

低应力两类，两类应力下，试验项分配近似相等。

5）通过分析模型参数偏差对试验优化结果的

影响，说明基于D优化的CSADT设计方法具有良好

的稳健性。
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