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基于极大似然估计的加速因子计算方法
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(北京航空航天大学 可靠性与系统工程学院, 北京 100191)

摘摇 要: 目的摇 在产品寿命服从参数未知指数分布的情况下,分析定时转换步加试验得到的数据,
估算相关的加速因子。 方法摇 列出各应力下的寿命分布密度函数形式,通过加速因子建立各分布

密度函数之间的联系,以条件概率的方式处理步加试验每一阶段开始时的累积损伤问题,以极大

似然估计的方法进行参数估计。 结果摇 得出了一种新的估算加速因子的方法,计算获得了产品在

所分析应力下加速因子与应力水平之间的关系。 结论摇 利用该方法能很好地处理某应力下无失

效发生的情况。
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Calculation of Acceleration Factor Based on Maximum Likelihood Estimation

GUO Heng鄄hui, LI Chuan鄄ri, PANG Yue鄄chan, WANG Kai鄄shan
(Reliability and System Engineering Institute, Beihang University, Beijing 100191, China)

ABSTRACT: Objective To estimate the associated acceleration factor by analyzing the Trial data of step鄄stress accelerated
life tests (SSALT) with Type鄄I censored data, assuming the lifetime of products followed exponential distribution. Meth鄄
ods Lifetime distribution density functions under different stresses were listed. Linkages were established between the distri鄄
bution density functions by acceleration factors (AF). And then conditional probability distribution was used to deal with
the problem of cumulative damage at the beginning of each stage by stepwise analysis of the testing. The AFs were esti鄄
mated by maximum likelihood estimation. Results The paper offered a new method to deal with the cumulative damage.
The relationship between AFs and stress levels under the tested stress was calculated. Conclusion It is a feasible method to
cater the situation that no failure occurs under certain stress.
KEY WORDS: step鄄stress accelerated life testing; conditional probability; maximum likelihood estimation; acceleration
factor
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摇 摇 长寿命、高可靠产品的增多促进了加速试验的

发展。 加速试验大大地提高了试验效率,与各类其

他试验的融合也使得加速试验的应用越来越广泛。
在今后的发展中,加速试验仍然是试验发展的重要

主题之一。 加速寿命试验(ALT)作为一种定性试验

在加速试验中占有重要的地位,其主要包括 3 种类

型:恒定应力加速寿命试验(恒加试验)、步进应力

加速寿命试验(步加试验)和序进应力加速寿命试

验(序加试验) [1—2]。 ALT 是利用与物理失效规律

相关的统计模型对加速条件下获得的失效数据进行

转换,得到试件在正常应力水平下寿命特征的试验

方法。 加速因子是一个关键参数,有效的 ALT 对加

速因子的要求及与失效机理不变条件的关系[3]。
由于步进(步退)应力加速寿命试验所需样本量小、
试件失效快,在很大程度上节约了试验成本与时间,
因而被认为是加速试验的方向[4]。 定时截尾试验

设置简单,但对于无失效数据的情况又使得计算相

当复杂,近年来国内外一些学者对于无故障数据也

颇有研究[5—7]。 文献[8]在指数分布场合给出了定

数截尾样本的统计分析方法,文献[9]则对定数截

尾情况下的步加试验数据给出了一种优于文献[8]
的统计分析方法。 文献[10]假设产品在不同应力

下所服从的指数分布不相关,从而对每一个应力下

的分布进行假设,将指数分布中的参数 兹 用 2 个其

他的参数代替,以此来建立不同应力下分布密度函

数之间的关系。 Nelson 根据步加试验各应力间的等

效关系提出了一种极大似然的方法来处理有累积损

伤的步加试验[11—12]。 文献[13] 提出了一种在方

法、模型未知的情况下直接假设加速因子以求极大

似然估计,此方法虽然不受加速模型的限制,但是只

能求得 2 个应力之间的加速因子。
文中利用条件概率来处理步加试验中的累积损

伤问题,并结合已有加速模型中加速因子之间的关

系,提出了一种关于加速因子新的极大似然估计方

法。 对于大多数电子产品来说,其寿命都服从指数

分布[14],利用条件概率在指数分布下使得计算大为

简便。 定数截尾试验可以看成是定时截尾试验的特

殊形式,文中分析并给出了样本在某一应力无失效

情况下的极大似然算法,最后根据文献[15]中关于

二极管在电压应力下的步加试验数据,给出计算示

例。

1摇 假设和引理

设正常应力水平为 S0,现对 n 个产品在 k 个加

速应力 S1<S2<…<Sk 水平下进行加速寿命试验,在
每个应力下的截尾时间分别为 子1,子2,…,子k,总试验

时间为: T =移
k

i = 1
子i 。 相应的失效个数分别为 n1,n2,

…,nk,故在第 m(1臆m臆k)步试验结束时未失效产

品的个数为 n - 移
m

i = 1
ni 。 在第 i(1臆i臆k)个应力水

平下第 j(1臆j臆ni)个失效相对于第 i 步试验开始时

的时间为 tij(0臆tij臆子i)。 tti 表示第 i 步试验开始时

等效的性能退化时间。 Si 相对于 Sm 的加速因子为

茁i,m,故有 茁i,m = 准(Si,Sm,x),其中如果 Si逸Sm 时,
茁i,m逸1,准(Si,Sm,x)为与所选加速模型有关的已知

函数,当加速模型为阿伦尼斯模型时,准(Si,Sm,x)=

exp x 1
Sm

- 1
S

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
;为逆幂律模型时,准( Si,Sm,x) =

Sm

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

x

。

1) 产品在正常应力和各加速应力下失效机理

不变,且寿命都服从指数分布。
2) 加速应力相对于正常应力的加速因子只与

应力大小有关,在不同应力下的相对加速因子根据

加速模型而关系已知。
3) 产品的剩余寿命仅依赖于当时已累积失效

部分和当时的应力条件, 而与累积方式无关。
利用上面的符号,有:
1) 对于步加试验,只有在 S1 下失效 m1j( j = 1,

…,n1)的失效时间 t1j( j = 1,…,n1)为寿命数据,其
他应力下的失效都是在已有累积损伤之上进行

的[1]。
2) 设在 S1 下的平均寿命为 兹,故在加速应力 Si

下的平均寿命为 兹
茁i,1

[11—12]。

2摇 理论分析与加速因子的计算

文中对整个过程进行逐步分析,考虑在每个应

力下的失效情况和未失效情况,即在应力 Sm 下共有

n - 移
m-1

j = 1
n j 个样本进行试验,未失效数为 n - 移

m-1

j = 1
n j。
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由于在加速试验中,每种应力下的寿命分布都服从

指数分布,可将每一步试验看成是独立体,不同的是

每一步开始进行试验的产品都有性能退化,试验是

在这一退化量的基础上进行累计的,当前的退化量

与开始时的退化量无关。
如果没有损伤,则概率密度函数与恒定应力加

速试验密度函数的形式类似,再根据引理 2)可以推

导出对于指数分布在各应力下的概率密度函数分别

为:

f i( tij)=
茁i,1

兹 e
茁i,1·tij

兹 , under Si, 0臆tij臆子i, j臆ni

(1)
在步加试验中,从第 2 步开始所有进行试验的

产品都有累积损伤,即 子1 时间之后所有发生的失效

都是在前一个应力下的试验结束后存活的条件下发

生的,设 驻寅0+,则以下条件概率可以表示在已知损

伤时间的条件下再发生失效的概率:
pij = P ( tti + tij < X < tti + tij + 驻 | X > tti ) =

P( tti+tij<X<tti+tij+驻)
P(X>tti)

邑

茁i,j

兹 e-
茁i,1·( tti+tij)

兹

e-
茁i,1·tti

兹

=
茁i,1

兹 e-
茁i,1·tij

兹

(2)
在等效经历 tti 之后,再经历 子i 还未失效的概率

为:

Ri(t) = P(t > tti + 子i | t > tti)=
P(t > tti + 子i)
P(t > tti)

=

乙+肄

tti+子i
f i( t,兹i)dt

乙+肄

tti
f i( t,兹i)dt

= e -
茁i,1·( tti+子i)

兹

e -
茁i,1·tti

兹

= e -
茁i,1·子i

兹 (3)

1) 每个试验应力下都有失效。 利用加速因子

将前各应力下的寿命分布相联系,综合考虑失效数

和未失效数,在全样本下的似然函数可以写为:

L 邑 仪
k

i = 1
仪
ni

j = 1
pij·R i( t) n- 移

i

m = 1
nm =

1( )兹
n1
e -

移
n1

j = 1
t1j

兹 e -
子1

( )兹 n-n1· 茁2,1æ
è
ç

ö
ø
÷

兹

n2
e -

茁2,1·移
n2

j = 1
t2j

兹 ·

e-
茁2,1·子2

( )兹 n-n1-n2·L· 茁k,1æ
è
ç

ö
ø
÷

兹

nk
e-

茁k,1·移
nk

j = 1
tkj

兹 ·

e-
茁k,1·子k

( )兹 n-移
k

m = 1
nm (4)

由 茁i,m = 准(Si,Sm,x) 可知:

L 邑 1( )兹
n1
e -

移
n1

j = 1
t1j

兹 e -
子1

( )兹 n-n1· 准(S2,S1,x)æ
è
ç

ö
ø
÷

兹

n2
·

e-
准(S2,S1,x)·移

n2

j =1
t2j

兹 e-
准(S2,S1,x)·子2

( )兹 n-n1-n2·L· 准(Sk,S1,x)æ
è
ç

ö
ø
÷

兹

nk
·

e-
准(Sk,S1,x)·移

nk

j = 1
tkj

兹 · e-
准(Sk,S1,x)·子k

( )兹 n-移
k

m = 1
nm (5)

对式(5)取对数,并对 兹 和 x 求一阶偏导:
鄣ln(L)

鄣兹 =0

鄣ln(L)
鄣x

ì

î

í

ï
ï

ï
ï =0

(6)

由式(6),再根据不同的加速模型关系 准( Si,

Sm,x),便可以计算出参数估计值 兹̂ 和 x̂。
2) 某一应力下无失效。 设在第 q(1臆q臆k)阶

应力的试验中没有发生失效,在此情况下则只需令:

L 邑 仪
q-1

i = 1
仪
ni

j = 1
pijR i( t) n- 移

i

m = 1
nm·Rq( t) n- 移

q

m = 1
nm·

仪
k

i = q+1
仪
ni

j = 1
pijR i( t) n- 移

i

m = 1
nm (7)

代入相关参数,其他计算方法类似。

3摇 示例说明

已知某类型二极管寿命服从指数分布,现对样

本量为 120 的该二极管在电压应力下做定时转换步

加试验,试验剖面及相关数据见表 1[15]。
表 1摇 定时转换步加试验有关数据

Table 1 Type鄄I censored data of SSALT

电压水

平 Si / V
持续时

间 子i / h
失效时间

tij / h
38 1000 336 600 888
41 600 168 312 408 524
44 250 144 164 184 240
47 125 48 66 84 102

对于电压应力成熟的加速模型为逆幂律模型:
孜=A·Sx,其中:孜 为某寿命特征;S 为电压;A 为正常

数;x 为负常数。
故:

准( si,sm,x)=
孜m
孜i

=
A·Sm

x

A·Si
x =

Sm

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

x
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对数似然函数可以写为:

ln(L)= n1·ln 1æ

è
ç

ö

ø
÷

兹 -
移
n1

j=1
t1j
兹 -

子1

兹 ·(n-n1)+n2·

ln S1

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

x

/æ

è
ç

ö

ø
÷兹 -

S1

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

x

·移
n2

j=1
t2j

兹 -

S1

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

x

·子2

兹 ·

(n - n1 - n2 ) + L + nk ·ln S1

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

x

/æ

è
ç

ö

ø
÷兹 -

S1

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

x

*移
nk

j=1
tkj

兹 -

S1

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

x

·子k

兹 · n-移
k

m=1
n( )m

令鄣ln(L)
鄣兹 =0,鄣ln(L)鄣x =0,利用 Matlab 软件可以

计算得出:兹̂=4. 054伊104;x̂= -11. 7561。
故在此例中 Si 相对于 Sm 的加速因子为 茁i,m =

Sm

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

-11. 7561

。

4摇 结果对比

根据文献[16]中所介绍的 CAE 技术,采用美国

ReliaSoft 公司的 ALTA 软件对第 3 节中的数据进行

比较分析。
输入失效数据以及加速试验应力剖面,选取指数

分布下的累积损伤模型(CD 指数)。 应力转换方式

选取逆幂律对数变换。 所得计算结果如图 1 所示。

图 1摇 ALT 软件计算结果

Fig. 1 Acceleration factor calculated by ALTA software

由图 1 可知,该二极管在加速应力 47 V 下相对

于 38 V 下的加速因子为 12. 169 138。
根据第 3 节的计算结果,相对加速因子 茁i,m =

Sm

S
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

-11. 7561

=12. 169,所得计算结果与软件计算结果

的偏差为 1. 38伊10-4,可认为结果一致,因此认为文

中利用条件概率来处理累积损伤问题的方法有效,
可以适用于步加试验中加速因子的计算。

5摇 结语

逐步考虑了在每一种应力下的失效与未失效的

情况,将步加试验中的每一步试验看成一个独立体,
以条件概率的方法处理每一步进行试验的产品的累

积损伤问题。 利用此关系建立极大似然方程,根据

各应力下加速因子的关系,提出一种关于加速因子

的新的极大似然估计方法,给出了某应力无失效情

况的计算处理方法。 另外此方法根据全样本数据适

用于变应力加速寿命试验的情况,还可以推广到威

布尔分布与对数正态分布,同时令 子i = ti,ni即可以适

用于定数截尾。
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