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摘要：目的 实现平面场中主应变的测量不确定度评定。方法 首先建立主应变的是非线性传播测量模型，

然后应用基于二阶 TAYLOR 级数展开理论的不确定度传播方法（LPU 方法），开展平面问题中主应变的测

量不确定度评定。针对二种常用的应变花，建立以主应变为输出量、以应变花之三个方向测量应变为输入

量的测量模型，并将二阶 LPU 方法应用于该模型。设计数值计算算例，以说明主应变不确定度的评定过程

和方法，并与一阶 LPU 结果进行了比较。结果 当应变花三个方向的应变测量结果相近时，文中方法与一阶

LPU 方法获得的主应变的不确定度评定结果存在明显的差异，主应变不确定度评定结果在数值上都大于应

变花测量的不确定度。当应变花三个方向的应变测量结果相差较大时，文中方法和一阶 LPU 方法获得的主

应变测量不确定度评定结果相差不大。结论 特定情况下，主应变的测量不确定度值远大于应变花测量的不

确定度，且与一阶 LPU 方法的评定结果有显著差异，二者可相差一倍。 
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Estimation of Measurement Uncertainty for Principal Strains in Plane Field 

ZHU Xue-wang, ZHANG Si-jian, LIU Qing-lin, NONG Shao-ning 
(Institute of Systems Engineering, CAEP, Mianyang 621999, China) 

ABSTRACT: Objective To assess the measurement uncertainties of principal strain in plane field. Methods A measure-

ment model of nonlinearity transmission was established for the principle strain. The Law of Propagation of Uncertainty 

(LPU) approach based on second order Taylor expansion was applied to analyze the measurement uncertainty of the prin-

ciple strain. The measurement models were established for two typical strain rosettes with the principle strain as the out-

put, the values measured in the three directions of the strain rosettes as the input and the LPU was applied to the models. 

Numerical examples were designed to illuminate the procedures and methods of assessment and to compare with the first 

order LPU estimations. Results When strain rosette strain measurements were close in three directions, uncertainty esti-

mation results of the principal strain obtained through this method and the method of first-order LPU had obvious differ-

ence. That of the principal strain was greater than that of the strain rosette in numerical value. When strain rosette strain 

measurements differ in three directions, the results obtained through this method and the first-order LPU method has little 

difference. Conclusion In special circumstances, the uncertainty value of principal strain is higher than those in any di-

rection of rosette and different from the first order evaluations by one time. 

KEY WORDS: principal strain; measurement of uncertainty; second order LPU approach; strain rosette; strain state 

theory
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当主应变作为实验应变测量的结果提供时，应该

同时提供其测量不确定度，这是 GUM（Guide to the 

Expression of Uncertainty in Measurement[1]），GJB 

3756—1999[2]和 JJF 1059—1999[3]的通用要求。一般

情况下，主应变并不能直接测量获得，除非主应变方

向事先已知。工程中，应变花常用于结构表面任意一

点的主应变测量，此时，利用应变花直接测量获得该

点在三个方向的应变，应用应变状态空间理论计算得

出该点的应变状态，进而得出该点的主应变。因此，

主应变的测量不确定度评定是不确定度的传播分析

的一种应用，其测量模型为主应变的计算公式，测量

模型的输入是应变花三个方向的应变测量量。 

针对应变的直接测量，其不确定度评定已有很多

研究结论公布。简单地，应变测量的不确定度影响因

素源自应变片的不确定度 [4—5]和应变测量系统的不

确定度[6—7]。按照标准推荐的方法，不难合成这两个

因素的影响而获得应变花每个方向应变测量的不确

定度。 

尽管主应变测量模型会依据应变花的不同结构

型式而具有不同的数学公式，但是他们具有一个共同

特点：主应变的计算公式都是关于应变花各个方向应

变测量量的非线性函数。这样，主应变的不确定度传

递分析便不能直接应用 GUM，GJB 3756 和 JJF 1059

等推荐的 LPU 方法，因为该方法仅适用于测量模型

为线性或近似线性的导出测量量的不确定度传递分

析。 

对于非线性测量模型的导出测量量的不确定度

分析，一般可以采用以下三种方法之一，即解析法、

MC 方法和高阶 LPU 方法[8]。文中尝试应用二阶 LPU

方法对平面问题中的主应变测量不确定度进行评定

分析，主应变由应变花测量获得的应变直接测量量导

出，而应变直接测量量的不确定度作为已知量处理。

首先回顾了平面问题的主应变测量模型，给出了两种

不同型式的应变花测量时的主应变计算公式。其次，

介绍了基于二级 Taylor 级数展开理论的 LPU 方法（简

称二阶 LPU 方法），并将其应用与直角型应变花和三

角形应变花测量平面应变时的主应变分析模型。然后

设计数值计算算例，说明文中方法的应用并比较主应

变和应变花直接测量应变的不确定度评定结果以及

一阶 LPU 方法的不确定度评定结果。 

1  平面问题中主应变测量模型 

根据应变状态理论，无论是平面应力状态还是平

面应变状态，结构外表面上任意一点的任意方向 α 的

正应变（线应变）都可以采用规定坐标系 xoy 下该点

的应变状态参数 εx，εy，γxy 来描述[9-10]： 
2 2cos sin sin cosx y xy            (1) 

应用三角公式，式（1）还可以写成： 

   1
cos 2 sin 2

2 x y x y xy                (2) 

从式（1）或（2）不难发现，同一点在不同方向

上的正应变是不同的，其中存在着正应变最大（最小）

的方向，这个最大（最小）的正应变称为主应变，该

方向为主方向。 

主应变的大小为方程（3）的两个解： 

0






                    (3) 

将式（1）或（2）代入方程（3），不难获得主应

变的值： 

   2 2
1,2

1

2 xyx y x y            
   (4) 

对于直角应变花（三个方向分别为 0，45，90，

对应的应变分别计为 εx1，εx2，εx3），其主应变为： 

     2 2

1,2 1 3 1 2 2 3

1

2 x x x x x x              (5) 

对于三角形应变花（三个方向分别为 0，60，120，

对应的应变分别计为 εy1，εy2，εy3）, 其主应变大小为： 

     2 2

1,2 1 2 3 1 2 1 3

1 2

3 3y y y y y y yE                  

 (6) 
式（5）、（6）为平面问题中主应变的测量模型（只

列出了两种应变花型式，当采用其他型式的应变花

时，可写出相应的测量模型）。显而易见，这些测量

模型是非线性的，当进行不确定度评定时，基于一阶

Taylor 级数展开的 LPU 方法是不适用的，以下引入

二阶 LPU 方法。 

2  二阶 LPU 方法[11—12] 

设导出测量量 Y 是 N 个直接测量量（X1，X2，…，

XN）作用于测量模型 f 的输出，如图 1 所示，则测量

模型（测量函数）可以表述为： 

1 2( , , , )NY f X X X     (7) 

 

图 1  多输入单级测量模型示意 

如果用测量函数 f 的二阶 Taylor 级数展开来近似

表示导出测量量 Y，则有： 

 2ord 1 2= , , , NY Y f x x x   

   
2

2

2
1 1

1

2

N N

i i i i
i ii i

f f
X x X x

X X 

   
         

   
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  
2

1 1, 1

1

2

N N

i i j j
i i j i j

f
X x X x

X X  

 
     

   (8) 

式中：xi 是直接测量量 Xi 的期望值（均值）。 

若 N 个直接测量量（X1，X2，…，XN）均为统计

独立，则对式（2）两边进行期望值计算，得到： 

   
2

2
2ord 1 2 2

1

1
= , , ,

2

N

N i
i i

f
y y f x x x u x

X

 
   

 
   (9) 

式中：u(xi)为直接测量量 Xi 的合成标准不确定

度。 

将式（8）和（9）的两边分别相减后取平方，然

后计算相应的数学期望，有： 

     
2

2 2 2
2ord

1

=
N

i
i i

f
u y u y u x

X

 
   

  

   

   

22 2
3 4

2 2
1 1

2
2

2 2

1 1, 1

1

4

1

2

N N
i

i i i
i ii i i

N N

i j
i i j i j

f f f
u x u x

X X X

f
u x u x

X X




 

  

     
    

     

 
    

 

 
 (10) 

式中：γi 和 κi 分别为直接测量量 Xi 的偏度和峭度，

分别用三阶和四阶中心矩定义： 

 
 

 
 

3 4

3 4
,

i i i i

i
i i

E X x E X x
i

u x u x
 

            (11) 

式（9）—（11）组成了基于 LPU 方法的不确定

度传递的二阶计算公式。当测量模型为线性关系或近

似线性关系时，式（9）和式（10）的右边仅保留有

第一项非 0，其余各项均为 0，这样便简化为一阶 LPU

计算公式。 

如果作为测量模型输入的直接测量量统计特性

已知或可以假设，那么式（11）描述的偏度和峭度便

容易求得，这样便可以由公式（10）评定导出测量量

的合成标准不确定度。对于式（5）和式（6）描述的

测量模型，其直接测量量均为应变花各个方向的应变

测量量，假设其满足正态分布是合理的一种工程考

虑，这样其偏度和峭度为 0 和 3[13]，于是式（10）简

化为： 

     
2

2 2 2
2ord

1

=
N

i
i i

f
u y u y u x

X

 
   

   

     
222 2

4 2 2
2

1 1 1, 1

1 1

2 2

N N N

i i j
i i i j i ji

f f
u x u x u x

X XX   

   
         

        

 (12) 

3  二阶 LPU 方法在主应变测量不确

定度评定的应用 

将式（5）、（6）描述的主应变测量模型分别应用

于式（10）或式（12），便可以获得主应变的不确定

度评定结果。 

直角应变花测量时的主应变不确定度为：  

     
3 3

2 2 4
1,2

1 1
i ii x i x

i i

u a u b u  
 

         

           
1 2 2 3 1 3

2 2 2 2 2 2
12 23 13x x x x x xc u u c u u c u u         

 (13) 
三角形应变花的结果为： 

     
3 3

2 2 4
1,2

1 1
i ii y i y

i i

u E Au B u 
 

            

           
1 2 2 3 1 3

2 2 2 2 2 2
12 23 13y y y y y yc u u c u u c u u      

 
 (14) 

式中： 

 
   

1 2

1 2 2 3

2
2

1 22

1

2

x x

x x x x

a
 

   

 
 

  
    

，
 

   
1 2 3

1 2 2 3

2

2 22

2x x x

x x x x

a
  

   

  


  
，

 
   

3 2

1 2 2 3

2
2

3 22

1

2

x x

x x x x

a
 

   

 
 

  
    

， 

 
        

1 2

1 2 2 3
1 2 2 3

2

2

1 3 2222

1 1

2

x x

x x x xx x x x

b
 

      

 
 
  
 

     
 

， 

   
        

1 2 2 3 1

1 2 2 3
1 2 2 3

2

2 3 2222

21 1

2

x x x x x

x x x xx x x x

b
    

      

 
   
  
 

     
 

，
   

    
3 2 2 3

1 2 2 3

2 2

3 322

1

2

x x x x

x x x x

b
   

   

 


  
， 

  
        

1 2 2 3 1

1 2 2 3
1 2 2 3

2

12 3 2222

2 1x x x x x

x x x xx x x x

c
    

      

 
   
  
 

     
 

， 
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  
        

1 2 2 3 1

1 2 2 3
1 2 2 3

2

23 3 2222

2 1x x x x x

x x x xx x x x

c
    

      

 
   
  
 

     
 

，
   

    
1 2 2 3

1 2 2 3

22

13 322

x x x x

x x x x

c
   

   

 


  
， 

 

 
   

1 2 3

1 2 1 3

2

1 22

24 2 2

3

y y y

y y y y

A
  

   

 
 

  
，

 
   

1 2

1 2 1 3

2

2 22

4 2 2

3

y y

y y y y

A
 

   


 

  
， 

 
   

1 3

1 2 1 3

2

3 22

4 2 2

3

y y

y y y y

A
 

   


 

  
，

 
        

1 2 3

1 2 1 3
1 2 1 3

2

2

1 3 2222

21 2

9

y y y

y y y yy y y y

B
  

      

 
  
   
 

     
 

，

  

        
1 2 3 1 2

1 2 1 3
1 2 1 3

2

2 3 2222

21 1

9

y y y y y

y y y yy y y y

B
    

      

 
   
   
 

     
 

， 

  
        

1 2 3 1 3

1 2 1 3
1 2 1 3

2

3 3 2222

21 1

9

y y y y y

y y y yy y y y

B
    

      

 
   
   
 

     
 

， 

  

        
1 2 3 1 2

1 2 1 3
1 2 1 3

2

12 3 2222

22 1

9

y y y y y

y y y yy y y y

c
    

      

 
   
   
 

     
 

， 

  
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1 2 1 3
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2
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c
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 
   
   
 

     
 

，
   

    
1 2 1 3

1 2 1 3

22

13 322

2

9

y y y y

y y y y

c
   

   

 
 

  
。 

4  算例及分析 

算例 1，应变花三个方向应变测量均值相当，三

个方向应变测量的测量不确定度相同，其主应变的均

值和不确定度评定结果列入表 1、表 2 中。其中，表

1 为直角应变花的主应变评定结果，表 2 为三角形应

变花的相关结果。为了比较，表 1、表 2 中同时也列

出了一阶 LPU 方法相应的评定结果。 

算例 2，当应变花三个方向的应变测量均值相差

较大时，三个方向应变测量的测量不确定度相同，对

应的主应变的不确定度评定结果列入表 3 和表 4 中。

其中，表 3 为直角应变花的主应变评定结果，表 4 为

三角形应变花的相关结果。同样的，表 3、表 4 中同

时也列出了一阶 LPU 方法相应的评定结果。 

观察表 1—4 的数据不难发现，当应变花三个方

向的应变测量结果相近时，文中方法与一阶 LPU 方

法获得的主应变的不确定度评定结果存在明显的差

异，两种应变花测量情况下都有这种现象。这表明， 

表 1  应变测量值相近时主应变不确定度（με）评定 

（直角应变花） 

直角应变花测量结果
主应变评定结果 

文中方法 一阶LPU方法

均值 不确

定度
均值 不确定度 均值

不确

定度0 45 90

30 35 39

4 40.9 6.27 

40.9 

4.68

6 40.9 11.73 7.02

8 40.9 19.15 9.36

300 305 310

4 312.1 6.27 

312.1

4.86

6 312.1 11.48 7.29

8 312.1 18.49 9.72

3000 3050 3100

4 3120.7 4.91 

3120.7

4.90

6 3120.8 7.40 7.35

8 3120.8 9.92 9.80
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表 2  应变测量值相近时主应变不确定度（με）评定 

（三角形应变花） 

三角形应变花测量结果 
主应变评定结果 

文中方法 一阶LPU方法 

均值 不确 

定度 
均值 

不确 

定度 
均值 

不确 

定度 0 60 120 

30 31.5 32 

4 

32.3 

4.30 

32.3 

3.98 

6 7.01 5.97 

8 10.29 7.96 

300 303 303 

4 

304.0 

4.10 

304.0 

4.00 

6 6.32 6.00 

8 8.75 8.00 

3000 3050 3100 

4 

3102.7

4.12 

3102.7 

3.91 

6 6.61 5.87 

8 9.57 7.827

 

表 3  应变测量值相差时主应变不确定度（με）评定 

（直角应变花） 

直角应变花测量结果 
主应变评定结果 

文中方法 一阶LPU方法

均值 不确

定度 
均值 

不确 

定度 
均值 

不确

定度0 45 90 

30 31 310 

4 

449.0 

7.47 

449.0 

7.47

6 11.21 11.21

8 14.95 14.94

30 305 3100 

4 
4373.5

 

7.16 

4373.5 

7.16

6 10.74 10.74

8 14.32 14.32

3000 3050 32 

4 

4534.4

4.93 

4534.4 

4.93

6 7.39 7.39

8 9.85 9.85

表 4 应变测量值相差时主应变不确定度（με）评定 

（三角形应变花） 

三角形应变花测量结果 
主应变评定结果 

文中方法 一阶LPU方法

均值 不确 

定度 
均值

不确 

定度 
均值 

不确 

定度 0 60 120 

300 31 310 

4 

340.6

3.49 

340.6 

3.49 

6 5.26 5.24 

8 6.98 6.98 

30 305 3100 

4 

2598.0

3.62 

2598.0

3.62 

6 5.42 5.42 

8 7.23 7.23 

3000 3050 32 

4 

3426.7

3.51 

3426.7

3.51 

6 5.27 5.27 

8 7.02 7.02 

在特定情况时，一阶 LPU 方法不适合于主应变的不

确定度评定（尽管文中讨论不足以说明二阶 LPU 方

法获得的不确定度一定是精确的，但是其比一阶 LPU

方法具有更高的精度是不容置疑的）。另外，主应变

的不确定度与应变花各测量方向应变的不确定度之

间则没有明显大小关系。当应变花三个方向的应变测

量结果相近时，主应变不确定度评定结果在数值上都

大于应变花测量的不确定度。 

当应变花三个方向的应变测量结果相差较大时，

文中方法和一阶 LPU 方法获得的主应变测量不确定

度评定结果相差不大，这时，可以采用一阶 LPU 方

法来评定其主应变测量不确定度。简单对式（13）、

（14）中的系数进行量级分析，不难发现：当应变花

三个方向的应变分别相差一个量级时，系数都是一个

小量，因此其主应变测量不确定度的二阶 LPU 评定

结果与一阶结果相差不大。 

5  结语 

文中采用基于 Taylor 级数二阶展开理论的 LPU

方法，实现了平面问题中主应变的标准不确定度评

定。几种典型测量数据的算例表明，当应变花的三个

方向测量值相近时，二阶 LPU 方法与一阶 LPU 方法

所得出的主应变不确定度评定结果有明显的差异，而

当应变花三个方向测量值相差较大时，两种方法获得

的主应变不确定度评定结果相差不大。 

文中讨论是在假设应变花三个方向的应变测量

量均为正态变量时得出的，这种假设一般情况下是能

够满足的。当需要考虑应变测量量的其他概率分布影

响时，依然能够采用类似分析来讨论主应变的不确定

度评定，只是这时需要根据式（11）先求出其偏度与

峭度参数。 

文中讨论没有涉及主应变的扩展不确定度，是

因为即使测量量是正态分布变量，但是其主应变的

概率分布依然是复杂的，因此其扩展因子的确定并

不容易。 
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