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摘要：针对模态叠加法受模态选取和截断等影响，往往导致动力学计算精度不高，尤其是对高频响应难以

预测这一缺点，对多个基于模态叠加的修正方法研究的现状和发展趋势进行了概述，简要分析了各个修正

方法的优劣，并结合目前的大规模并行计算技术探讨了添加这些修正方法的可能性。研究表明，模态加速

度法是目前相对容易实现的一种修正算法，最易于在大规模并行计算和实际工程应用中实现。 
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Methods for Vibration Response 
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ABSTRACT: The modal superposition method is affected by modal selection and truncation, which leads to low precision in 

dynamic calculation, especially for high frequency response. In response to this shortcoming of the mode superposition method, 

this paper summarized the research status and development trend of multiple correction methods based on the modal superposi-

tion, analyzed the advantages and disadvantages of each correction method, and discussed the possibility of adding these correc-

tion methods to massively parallel processing. Research shows that the modal acceleration method is a correction method that is 

easy to be implemented at present, and is most easily to be implemented in massively parallel processing and practical engi-

neering applications. 
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模态叠加法（The Modal Superposition Method）

作为商业有限元软件采用的经典计算方法，几乎占

据了动力学响应求解的主流阵地，同时也是振动响

应计算和抗震结构设计中常用的计算方法。该方法

理论相对成熟，容易进行代码实现。该方法存在一

定的不足：一方面该方法在叠加时采用了模态截断

处理，模态截断后高阶模态对结构响应的影响完全

被忽略，使得该方法求解精度受到一定影响；另一

方面，当结构处于高频激励时，结构的共振区位于

高频段，采用截断高阶模态而保留低阶模态的做法

得到的结果是不可信的。 

为了保证精度，模态叠加法需要将保留的模态扩

展到较高的阶数，导致模态分析需要消耗大量的内存

和时间，且高阶模态对结构的细节敏感，高阶模态频

率及模态向量结果通常是不准确的。此外，对于实际

结构动力学问题，尤其是大规模问题，求解全部模态
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是不现实的，这也增加了模态分析的难度。 

通过研究模态叠加法的修正技术，一方面可以

提升基于模态叠加法的动力学响应求解精度，另一

方面也可以为结构动力学求解技术发展增添一种新

的途径。 

1  模态叠加法的研究现状 

模态叠加法通过对物理坐标系下的运动方程进

行模态坐标变换，利用模态频率和模态振型等信息对

运动方程进行解耦，将其转换成模态坐标系下的一系

列单自由度方程，通过求解模态坐标响应，再进行组

合，得到原物理坐标系下的结构响应。通常情况下，

采用保留结构的低阶模态而截断其高阶模态，然后以

模态叠加的方式来分析确定结构的响应。其公式可以

写为 
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式中：u 为各节点自由度对应的位移向量；Ф为

振型矩阵（也叫主模态矩阵）；η 为模态坐标向量；

φi 为第 i 阶模态振型向量；ηi 为第 i 阶模态坐标。 

Rayleigh[1]将经典阻尼矩阵分解成质量矩阵和刚

度矩阵的线性组合，使得模态分析技术可以应用到经

典阻尼系统中。Foss[2]基于状态空间方程，给出了黏

性阻尼系统的模态叠加形式。Fawzy 和 Bishop[3]给出

了复模态正交关系式，并且给出了动态响应下的复模

态叠加表达式。 

近几年模态叠加法仍然是一个研究热点，国内外

有许多学者对模态叠加法做了大量的研究工作。2013

年， Johansson[4]等人利用模态叠加法推导了多跨

Bernoulli-Euler 梁动力特性的封闭解。他将边界条件

应用于梁的特征函数，从而得到了振动的固有频率和

振型。这一研究为连续梁在恒定动载荷作用下的振动

提供了一个封闭解。2016 年，彭家坤[5]介绍了模态叠

加法中由于材料非线性导致的结构运动方程耦合的

解耦过程。2017 年，陈华霆[6]等人提出了更合理的确

定模态叠加法模态数目范数形式的方法，并将其分别

与振型位移控制法和质量参与系数法比较，指出了此

方法具有的优势。 

尽管模态叠加法得到了广泛的工程应用，其高阶

截断带来的误差仍是影响其计算精度的一个关键因

素。为此，很多学者研究了一系列的修正方法来对模

态叠加法进行修正。 

2  主要修正方法 

目前基于模态叠加法存在多种修正方法，可以提

高分析精度。总体来看，主要有模态加速度法、动态

修正方法、力求导方法等。 

2.1  模态加速度法 

模态加速度法（The Mode-Acceleration Method, 

MAM）是在模态叠加法的基础上，用准静态项对高

阶模态进行弥补，从而用较少模态获得较高精度的一

种方法。 

模态加速度法由 Williams[7]首先提出。随后，

Maddox[8]提出了与模态加速度法等价的静力修正方

法，并指出该方法与传统的模态叠加法相比，允许截

断更多的模态，并仍然可以求得较准确的位移和动载

荷。Hansteen[9]将标准模态位移分为低阶模态贡献之

和以及保留的、其动力放大效应可以忽略的高阶模态

贡献之和。Craig[10-11]对这一方法进行了补充发展，

形成了模态加速度法，用于约束结构和非约束结构模

态分析的理论雏形。Leger[12]等人开发了两种具体的

模态加速度的计算方法，并对这两种方法进行了对

比。他指出，在实际的数值计算中，采用柔度矩阵展

开的方法具有更好的灵活性以及较小的运算量。

Dickens[13-14]等人提出了一种模态截断增广法（The 

Modal Truncation Augmentation Method），并将模态加

速度法与模态截断增广法进行了比较，指出模态加速

度法是模态截断增广法的一种近似形式[15]。 

对于模态加速度法比模态叠加法收敛率高的原

因，Craig 将其解释为“由于动力过冲项与主刚度（或

固有频率的平方）成反比”，这一解释在今天看来显

得有些牵强。王文亮[16]等人认为，这是因为“对应于

载荷静态作用的分量已全部隐含在第一项中，而在模

态位移法里它们分散地包含在级数的每一项中”。倪

振华 [17]对模态加速度法的实质以及与模态综合之间

的关系进行了阐述，他指出，模态加速度法是在模态

叠加法的基础上增添了系统在剩余柔度上的伪静态

响应，而这部分伪静态响应是对被激发高阶模态的动

态响应的近似，因此数值分析的精度得以提高。 

此外，还有一些学者对模态加速度法在截断误差

分析和时域频域应用等方面开展了一系列研究。

Kulkarni[18] 利用模态加速度法扩展了 Clough 和

Mojtahedi[19]提出的非比例阻尼的地震响应分析方

法，并通过一些数值算例分析了模态加速度法的截断

误差。 

近年来，仍然有一些国内外学者对模态加速度法

开展了研究。方勇[20-21]等人应用模态加速度法改进了

大跨屋盖结构新的表达式中的风致响应计算式，推导

了结构风致响应分析的模态加速度方法。Murtagh[22]

等人提出了一种计算在固定随机风载荷作用下风轮

叶片挥舞方向位移响应的时域方法。利用 ANSYS 对

叶片进行建模，获取叶片的刚度矩阵，求解它的固有

频率和振型，然后利用模态加速度法预测节点对给定

风载荷的响应。2015 年，W. Zhang[23]等人研究了平

稳随机力激励下与动力响应相关的拓扑优化问题，将
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伪激励法（PEM）和模态加速度法结合，提出了一种

高效、准确的动态拓扑优化方法。 

模态加速度法主要考虑高阶模态对于静态位移

的影响，但没有考虑高阶模态对速度和加速度的影

响，因此也被称为静力校正法。在模态加速度法提出

之后，一些学者试图进一步提高分析精度，引入了动

态修正方法和力求导方法。 

2.2  动态修正方法 

动态修正方法（The Dynamic Correction Method，

DCM）将响应的逼近模态影响估计为节点空间微分

方程的特解和模态子空间下缩减微分方程特解的微

分，即通过修正物理坐标系下的差分运动方程特解和

模态子空间下缩减后的差分运动方程特解，进一步提

升了模态叠加的精度。 

该方法最早由 G.Borino 和 G. Muscolino[24]提出。

他们在模态叠加法的基础上提出了这种新的积分和

增量分析方法，将相邻节点的解解释为伪静态响应之

和，即微分方程的特解和用缩减的模态数计算的动态

修正。在积分形式上，该方法给出了精确的稳态响应，

因此相对于其他修正方法，此方法更加有效；在增量

形式上，该方法通常比其他方法更为精确。之后他们

通过数值算例说明了此方法比模态加速度法精度更

高。随后，A. D'Aveni 和 G. Muscolino[25]将此方法运

用到地震分析中。这一方法主要需要以下两步：1）

缩减差分运动方程，并运用前几阶无阻尼振型求解；

2）通过动态响应修正，求解一组新的与原形式类似

的微分方程，从而减小模态截断引起的误差。这两组

微分方程之间相差一个力矢量，这个力矢量可以通过

在激励载荷上修正模态截断的影响求得。 

C. Bilello[26]对该方法进行了完善，他提出从给定

的系统出发，建立两个新的微分方程来控制两个新子

系统的运动：第一个只包含给定系统的 m 个非零特

征值，所对应的系统在低频段；第二个包含其余的

(∞m)个特征值，所对应的系统在高频段。通过求解

以上两个系统的响应，可以求得全局的响应。其中第

一个系统的响应可以通过经典的模态分析方法（如

Duhamell 积分或逐步积分法）求解，而第二个系统

特解可以求得其快速收敛的级数形式。 

动态修正方法与模态加速度法相比增加了一些

特解修正项，因此通常可以得到更高的精度，但该方

法特解需要所有的模态信息，无疑大大增加了模态分

析的计算量。另外为了应用动态修正方法，载荷函数

的频率范围必须完全被低频子系统的频率范围覆盖。 

2.3  力求导方法 

力求导方法（The Force Derivative Method，FDM）

是另一种模态叠加法的修正方法。它通过考虑力函数

的高阶导数估计节点响应的准静态近似解，从而弥补

高阶模态的贡献，进一步提高数值收敛性。 

早期 Leung[27]提出了一种高阶模态法，这种方法

有效地减少了动态矩阵的阶数，而不引入进一步的近

似。Camarda[28]等人在此基础上对其进行瞬态结构分

析，得到了力求导方法，并通过几个数值算例比较了

其与模态叠加法、模态加速度法的优劣，发现力求导

方法可以用更少的模态收敛到较精确的结果。 

随后有许多学者对此方法的工程应用及理论的

进一步发展做了大量的工作。Akgun[29]给出了 20 阶

和 40 阶系统的数值算例，同样得出了与模态叠加法

和模态加速度法相比，该方法能有效节约时间的结

论，并指出该方法尤其适合大型系统。Rixen[30]针对

工程应用对此方法进行了进一步的讨论，指出了高阶

静态响应修正与 Lanczos 方法之间的关系。 

力求导方法目前仍存在一些问题。首先，力求导

方法没有给出具体的收敛条件；其次，这类方法仅仅

是基于无阻尼系统或者经典阻尼系统推导而来。对于

工程应用更广泛的非经典阻尼系统，该方法涉及了状

态空间矩阵，使得系统矩阵的维数大大增加，明显降

低了计算效率。另外在求解时，该方法需要知道激励

载荷的各阶时间导数，这在一定程度上限制了该方法

的应用。 

2.4  其他方法 

除了以上所述三种主要的模态叠加法的修正方

法以外，也有一些学者探索了其他的修正方法。 

Z.S. Liu[31-32]等人提出了混合动力法。这种方法

将模态中的低阶模态结合起来，并将模态截断的误差

以幂级数的形式展开。此方法使得计算结果在中频阶

段较为精确，但是其使用了 2N 维的状态空间方程进

行近似计算，从而使得系统的维数扩大了 1 倍，增大

了计算量，效率较低。 

2014 年，李立[33-35]等人提出了求解黏性阻尼系

统等非比例阻尼系统的精确模态叠加法。这种方法在

原状态空间之中将系统矩阵和特征值联系起来，通过

不断地迭代计算求解系统的响应。这种方法将精确模

态叠加法引入到工程应用更为广泛的黏性阻尼系统

之中，与传统的混合动力法相比，提高了计算速度和

效率。 

曲乃泗[36-37]等人提出，在那些质量可以被约化的

自由度上，或是在具有刚度突变的区段的自由度上，

进行动力计算时，高阶模态的影响是不宜于略去不计

的，并提出了一种模态叠加法的修正方法。利用这种

方法可以将高阶模态的影响考虑进来，从而得到比模

态叠加法更精确的结果。黄泽坤[38]进一步发展了这一

方法，将其与子结构方法相结合，将高阶方程组化为

若干个低阶方程组求解，提高了传统子结构方法的计

算精度。 
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3  大规模并行求解中的修正方法探讨 

随着当前大规模并行求解技术的进展和高性能

计算机的出现，大规模复杂数值模拟逐渐成为现实，

并行计算技术也成为了当前研究的热点，将模态叠加

法的修正技术用于大规模并行求解也变得可能。并行

计算是一种在计算机系统上进行问题求解时，由计算

机硬件、或计算机软件与硬件协作，将多个无依赖关

系的数据处理操作提交给不同的数学/逻辑处理单元

同时执行的技术。利用这一技术，可以有效提高模态

分析的效率，降低数据处理的成本。近年来，大规模

并行计算软件也逐渐发展起来。 

目 前 比 较 典 型 的 大 规 模 并 行 计 算 软 件 有

SIERRA[39]框架和 TSV[40]系列等软件。SIERRA 框架

是美国圣地亚实验室在“ASC 计划”支持下研制的工

程力学仿真框架，其中动力学模块以 SALINAS[41]为

主要代表，具备模态/复模态分析、瞬态时域分析、

频响分析以及随机振动 PSD 分析等动力学大规模并

行分析能力，并逐步延伸到声振耦合动力学以及非线

性动力学分析领域。日本的 TSV 系列软件包含了前

处理（TSV-Pre）、后处理（TSV-Post）以及核心解法

器（TSV-Solver）等部分，采用基于分级区域分解的

粗网格共轭梯度核心算法，可实现上亿自由度规模的

模型离散及数千可扩展 CPU 核的结构力学分析。 

2007 年以来，中国工程物理研究院在面向非结

构网格有限元结构力学应用软件的开发实践中，借鉴

SIERRA 集成环境的设计思想，通过并行算法研究与

软件开发，形成了并行非结构网格与应用平台

PANDA[42-43] 。 2013 年 起 ， PANDA 研 发 团 队 在

JAUMIN 框架数据结构基础上对其又进行了重构和

优化，形成了较为完善的并行计算平台，目前主要包

含 PANDA-StaVib 和 PANDA-Impact 两大类软件。其

中动力学分析主要是基于模态叠加法开展。 

从修正方法来看，模态加速度法是大规模并行计

算中最容易实现的一种计算方法。该方法对高阶响应

的贡献通过额外求解一个大规模线性方程组而得到

相应的修正项，这对于大规模并行计算来说是一种非

常容易实现的计算途径，并在美国圣地亚 SIERRA 框

架下 Salinas 软件中有所采用，在目前中物院的

PANDA 平台中同样可以快速实现。 

4  结语 

模态叠加法作为结构动力学分析的经典方法，有

着十分广泛的应用。由于其截断高阶模态保留低阶模

态的特性，高阶模态的影响被忽略，使得其精度不高，

因此有必要对模态叠加法进行修正。 

目前基于模态叠加法的修正方法主要有模态加

速度法、动态修正方法和力求导方法。其中模态加速

度法是目前最接近工程实际的一种修正方法，该方法

用准静态项对高阶模态进行弥补，从而用较少的模态

获得较为精确的结果。理论上，动态修正方法和力求

导方法计算结果比模态加速度法更为精确，但是都存

在一些条件限制，至今仍停留在简单的数值算例阶

段，尚未见其在大规模并行计算中应用。 
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