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随机数据相干函数谱的归纳处理方法研究 
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摘要：目的 研究相干函数谱的归纳处理方法，提高多点多轴振动试验对实际环境模拟的真实性。方法 通

过对相干函数统计分布规律的分析，提出一种基于实测数据的制定相干函数谱的统计容差法，考虑到相干

函数对试验量级影响的特殊性，没有采用传统的容差上限分析法，而是对相干函数的容差区间进行分析，

并给出相干函数容差上限谱和容差下限谱的制定方法。结果 利用该方法对某型号产品的实测数据表明，该

方法有效可行。结论 采用容差区间估计法，降低了相干函数的试验值与实测值的误差，达到了提高试验环

境对实际环境模拟真实度的要求。 
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Research on Inductive Method of Random Data Coherence Function Spectrum 

ZOU Xue-li, ZHANG Guo-qiang, WANG Gang, ZHANG Sheng-peng 

(China Aerospace Science & Industry Corp Defense Technology R & T Center, Beijing 100854, China) 

ABSTRACT: In order to study the inductive method of coherence function spectrum and improve the authenticity of 

multi-support and multi-axial vibration test on simulating real environment. By analyzing the statistical distribution law of co-

herence function, this paper proposes a statistical tolerance method based on measured data to formulate coherence function 

spectrum. Because of the particularity of the influence of coherence function on the experimental magnitude, the tolerance in-

terval of coherence function is analyzed instead of the traditional method of analyzing upper limit of tolerance, and the method 

of upper and lower tolerance spectra of coherence function are given. The experimental data of a certain type of product shows 

that the method is effective and feasible. By using the method of tolerance interval estimation, the error between the experimen-

tal value and the measured value of the coherence function is reduced, and the requirement of improving the authenticity of the 

experimental environment to the actual environment simulation is achieved. 

KEY WORDS: multi-axis vibration; multi-support excitation; coherence function; inductive method; statistical tolerance 

method 
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随着航天产品对可靠性要求的提高，单轴单点激

励试验由于其特有的局限性，逐渐无法满足试验需

求。比如试验推力不足，产品在试验过程中的模态响

应特性与真实环境差异较大，不能模拟多点输入的耦

合特性和相关性等。多轴多点激励试验的出现，有效

弥补了这些缺陷，因此越来越受到人们的重视。 

长期以来，由于多轴振动试验谱的制定方法还不

明确，导致多轴振动试验还不能很好地模拟实际飞行

环境，这严重限制了多轴振动试验的应用与发展。基

于实测数据的多轴振动试验谱的制定过程包括：随机

振动数据的预处理、随机振动数据的时域转换、功率

谱密度的归纳处理、相干函数的归纳处理。 

预处理工作的目的是剔除数据中的虚假趋势及

错点，并验证实测数据是否满足后续分析的基本条

件，即各态历经的平稳随机过程。因此预处理工作主

要有：去除趋势项[1-4]、错点剔除[5-6]、正态性检验[7]、

平稳性检验[8]以及各态历经性检验[9]。 

随机振动数据的时域转换 [10]是将各遥测点的线

性振动时域数据，转换为 6 个自由度的时域振动数

据，即参考点的 3 个线振动和试验件绕坐标轴转动的

3 个角振动，基本分析是在时域用经典机械运动关系

实现的。六自由度振动的时域数据是多轴振动试验谱

归纳处理的基础。 

目前，比较成熟的功率谱密度处理方法[11-17]有 2

种：极值包络法和统计容差法。极值包络法的缺点是

没有根据数据样本数量和分布特性进行统计处理。统

计容差法是振动数据归纳从传统的上限包络到统计

概念进行归纳的突破。 

随机数据的预处理、时域转换以及功率谱密度的

归纳处理方法，很多文献都进行了大量的研究。相干

函数谱的归纳处理方法目前还处于探索阶段，未见相

关文献进行过类似的研究报道。文中对此进行了研

究，并提出了一种基于统计容差法的相干函数谱的归

纳处理方法。 

1  两个随机变量相干函数的分布特性 

互谱是反应两个信号在不同频率处相互关联程

度的量。假设现有 2 个时域信号 xj 和 xk，其互谱表达

式为： 

( ) ( ) ( )e jk j
jk jk jj kkS S S

                (1) 

式中：γjk 为信号 xj 和 xk 之间的相干函数；θjk 为

信号 xj 和 xk 之间的相位差，简称相位；Sjj(ω)为信号

xj 的自谱；Skk(ω)为信号 xk 的自谱；Sjk(ω)为信号 xj 和

xk 之间的互谱。 

相干函数是反映信号之间线性关系的函数，如果

相干函数等于 0，说明两个信号是完全不相干的，其

对应的互谱也必然为 0。如果相干函数等于 1，说明

两个信号是全相干的，此时的互谱幅值为： 

( ) ( ) ( )jk jj kkS S S      (2) 

根据式（1），相干函数的定义为： 

( )

( ) ( )

jk
jk

jj kk

S

S S




 
      (3) 

假设信号 xj 和 xk 不全相干（相干函数介于 0 和 1

之间），令
1 2k k kx x x  ，其中

2kx 与 xj 完全不相干（相

干函数为 0），
1kx 与 xj 完全相干（相干函数为 1）。于

是有： 

1 2
( ) ( ) ( )jk jk jkS S S       (4) 

式中：
1
( )jkS  为信号 xj 与信号

1kx 之间的互谱；

2
( )jkS  为信号 xj 与信号

2kx 之间的互谱。根据前面的

分析可知，
2
( ) 0jkS   ，所以

1
( ) ( )jk jkS S  ，即 xj

和 xk 的互谱就等于 xj 和
1kx 的互谱，于是： 

1
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

jkjk
jk

jj kk jj kk

SS

S S S S




   
        (5) 

因为
1kx 与 xj 是完全相干的，根据式（2）有：

1 1 1
( ) ( ) ( )jk jj k kS S S   。根据自谱的定义，式（5）

可写成： 

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

jj k k k k k
jk

kjj kk kk

S S S X

XS S S

  


  
       (6) 

式中：Xk1 为信号
1kx 的频谱，Xk 为信号 xk 的频谱。

对式（6）两边取平方得： 

1 1

2
12

2

( )

( )
k k k

jk
kk k

S X

S X





 

 

 (7) 

因此，xj 和 xk 相干函数的另一种解读是：xk 中与

xj 全相干分量的频谱幅值与 xk 频谱幅值的比值。很容

易证明，xj 和 xk 的相干函数同样等于 xj 中与 xk 全相干

分量的频谱幅值与 xj 频谱幅值的比值。 

当时域信号服从正态分布时，其功率谱密度服从

自由度为平均次数 2 倍的 χ2 分布[18]。假设平均次数

为 m ， 则 功 率 谱 密 度 的 自 由 度 为 N=2m ， 即
2 2

1 ~ ( )kX N ，
2 2~ ( )kX N ，根据 F 分布的定义

可知： 
2 2

1 12
2 2

/
~ ( , )

/

k k
jk

k k

X X N
F N N

X X N
         (8) 

F 分布的极限分布为正态分布[18-19]，且当自由度

很大时，其方差很小[20-21]。当 N 很大时，相干函数服

从方差很小的正态分布，说明相干函数的取值非常集

中，这一点与相干函数的特点（1≥γjk≥0）是吻合的。

F 分布相较于 χ2 分布，收敛于正态分布的速度较慢，

因此应进行较多的平均次数（增加自由度），才能保

证后续分析结果的精确度。 
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2  相干函数的容差估计 

相干函数不同于功率谱密度，它本身是线性相关

性的描述，不代表越大越安全。因此不能简单分析其

容差上限谱，还需要对其容差下限进行估计，得到其

置信区间。 

2.1  相干函数平方的包容区间 

对于 2 个随机变量，其时域信号服从平稳的正态

分布时，则其功率谱密度服从自由度为平均次数 2 倍

的卡方分布。2 个随机变量的相干函数的平方服从自

由度（第一自由度和第二自由度相等）为平均次数 2

倍的 F 分布。 

当自由度很大时，相干函数的平方近似服从正态

分布，可按正态分布处理。用 γ表示 2 个随机变量的

相干函数，取包容概率为 β，假设总体均值为 μ，总

体方差为 σ2，则
2

~ (0,1)N
 



，于是有： 

2

(1 )/2 (1 )/2P Z Z 
 


 

 
  
  

≤ ≤       (9) 

于是有： 
2

(1 )/2 (1 )/2[ ]P Z Z         ≤ ≤     (10) 

式中：Z(1‒β)/2 为标准正态分布的上侧分位点，满

足 P(Z≥Z(1‒β)/2)(1‒β)/2，Z 服从标准正态分布。 

也就是说 γ2 落在区间[μ‒Z(1－β)/2σ, μ+Z(1‒β)/2σ]以内

的概率为 β，或者说区间[μ‒Z(1－β)/2σ, μ+Z(1‒β)/2σ]在概

率上包含了 β·100%的数据，因此 β 称为数据包容概

率。一般 β应取大一些，记： 

1 (1 )/2

2 (1 )/2

Z

Z

 

 

  

  




 
  

             (11) 

式中：χβ1 和 χβ2 分别为数据 γ2 的包容概率为 β的

容差上限和容差下限。 

2.2  均值 μ 的容差上、下限估计 

相干函数的样本值写成： 2
j (j=1,2,…,n)，总体 γ2

和样本 2
j 都是频率的函数。样本均值和方差可写成： 

2

2 2

1

2
2 2 2

1

1

1

1

n

j
j

n

j
j

n

S
n

 

 










      




    (12) 

式中： 2 为样本均值； 2
2S 为样本方差。 

由于 2 服从正态分布，其均值 2 的统计量为： 

2

2

2

/
t

S n


 
             (13) 

服从自由度为(n‒1)的 t 分布，即  2 ~ 1t t n  ，

则有： 

   
2

2

/2 /21 1 1
/

P t n t n
S n

 


  
      
 
 

≥ ≥  

 (14) 
于是有： 

   
2 2

2 2
/2 /21 1

1

S S
P t n t n

n n

 
   



 
       
 
 



 

 (15) 
因此均值 μ 在置信度为(1‒α)的置信上限（容差

上限）μc1 和置信下限（容差下限）μc2 分别为： 

 

 

2

2

2
1 /2

2
2 /2

1

1

c

c

S
t n

n

S
t n

n







 

 


   




  


      (16) 

式中：tα/2(n‒1)表示自由度为(n‒1)的 t 分布的 α/2

分位点。 

2.3  标准差 σ 的容差上、下限估计 

对于服从正态分布的 γ2，其方差 2
2S 的统计量为： 

2

2

2
2

2

( 1)n S
 




 

       (17) 

服从自由度为(n‒1)的 χ2 分布，即 2
2 2~ ( 1)n   ，

则有： 

   
2

2
2 2

/2 1 /22

( 1)
1 1 1

n S
P n n

   
 

 
    
 
 

≥ ≥

  (18) 
于是有： 

   
2 22 2

/2 1 /2

( 1) ( 1)

1 1

1

n n
P S S

n n 
 


 




  
  

   


≤ ≤
 

 (19) 
因此标准差 σ 在置信度为(1‒α)的置信上限（容

差上限）σc1 和置信下限（容差下限）σc2 为： 

 

 

2

2

1 2
1 /2

2 2
/2

( 1)

1

( 1)

1

c

c

n
S

n

n
S

n















 





  

        (20) 

式中：  2
1 /2 1n   表示自由度为(n‒1)的 χ2 分布

的(1‒α/2)分位点；  2
/2 1n  表示自由度为(n‒1)的 χ2

分布的 α/2 分位点。 

2.4  相干函数的容差上、下限估计 

相干函数的容差上、下限可表示为： 
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1 1 (1 )/2 1

2 2 (1 )/2 1

c c

c c

Z

Z

 

 

  

  




 
  

              (21) 

值得注意的是，由于 1c 、 1c 和 (1 )/2Z  均大于 0，

因此计算容差下限时选择了 1c ，而不是 2c 。将式

（16）、（20）代入式（21），整理后可得： 

 
 

 
 

2

2

/22
1 (1 )/2 2

1 /2

/22
2 (1 )/2 2

1 /2

1 ( 1)

1

1 ( 1)

1

t n n
Z S

n n

t n n
Z S

n n


  




  



 


 








       
    


   
   

   

 

 (22) 
式（22）可以简写为： 

2

2

2
1 22

2
2 22

F S

F S

 

 

 

 

  

  

             (23) 

式中：F22 为相干函数的容差系数，表达式为： 

 
 

/2
22 (1 )/2 2

1 /2

1 ( 1)

1

t n n
F Z

n n






 
 


  (24) 

相干函数 γ的容差上下限估计为： 

2

2

2
22

2
22

ˆ

ˆ

F S

F S





 

 

  

  


上

下

           (25) 

式（25）即为相干函数容差上、下限谱的计算

公式。 

容差上、下限谱都为实测谱，没有经过平直处理，

50%、90%置信度下，相干函数容差限系数与统计自由

度的关系如图 1 所示。可以看出，在其他条件相同的情

况下，容差限系数随着自由度的增加而变小，随置信度

的增加而变大，随包容概率的增加而变大。值得注意的

是，相干函数在 0~1 之间。如果计算得到的容差上限大

于 1，则直接取 1 即可；如果计算容差下限时，得到根

号下的值为负值的话，直接取容差下限值为 0。 
 

 
 

图 1  不同置信度下容差系数与统计自由度的关系 
Fig.1 Relationship between the tolerance coefficient and degree of freedom at different confidence 

 

3  相干函数规范谱的上下限估计 

3.1   频率段划分 

频段划分的原则就是同一频段内各谱线属于同

一总体。因此需要对样本 2
j 的谱线进行两两检验，

保证划分到同一频段内的谱线在一定置信度下属于

同一总体，且这些谱线是相邻的。 

检验假设为“谱线 k1 和 k2 的相干函数值属于同一

总体”。因为相邻谱线都属于正态分布，所以只要检

验它们具有相同的均值和方差即可，作如下统计量： 

 

1 2

2 2

2
2

2
1

2 2
1 2

1 2
2 2

1 2

2 2
1

1 2 2 2
2

[ ( ) ( )] ( )
( , ) ~ (2 2)

[ ( ) ( )] /

( )
( , ) ~ 1, 1

( )

k k

k

k

k k
T k k t n

S k S k n

S k
F k k F n n

S k

 





   





     
 


    


 

 (26) 

式中： 2 2ˆ ˆ ( )k  ，在前面的表示法中 2ˆ ( )k 略去

了自变量，k 表示谱线，对应频率；
1k 和

2k 分别为

谱线 k1 和 k2 的总体均值；
1

2
k 和

2

2
k 分别为谱线 k1 和

k2的总体方差。当假设为真时，有
1 2k k  ，

1 2

2 2
k k  ，

所以上述统计量简化为： 

 

2 2

2

2

2 2
1 2

1 2
2 2

1 2

2
1

1 2 2
2

( ) ( )
( , ) ~ (2 2)

[ ( ) ( )] /

( )
( , ) ~ 1, 1

( )

k k
T k k t n

S k S k n

S k
F k k F n n

S k

 





    
 



  


 

(27) 

在给定显著性水平 α下，可得到各自的接受域为： 

/2 1 2 /2

1 /2 1 2

/2

(2 2) ( , ) (2 2)

( 1, 1) ( , )

( 1, 1)

p p

p p

p p

t Q T k k t Q

F Q Q F k k

F Q Q

 







  
  
  

≤ ≤

≤ ≤

 

 (28) 

如果计算得到的 T(k1,k2)和 F(k1,k2)分别落在各
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自的接受域内，则谱线 k1 和 k2 的相干函数属于同一

总体。 

将相邻的属于同一总体的谱线归并在同一频率

段内，形成 H1 个频段。第 h 频段两端点的谱线号为

kh1 和 kh2 （ h=1,2,…,H1 ），该频段内的谱线数为

2 1 1h h hN k k   。每个频段内的 2̂ 近似服从同一正

态分布。 

3.2  频段内相干函数平直谱的估计 

将 h 频段内所有谱线的样本归并，样本量等于各

谱线样本量的总和，然后按照统计容差法得到 h 频段

的容差上限，该容差上限即为 h 频段的平直谱估计。 

按式(29)对 h 频段内的数据进行均值和方差估计： 

2

1

2

1

2 2

1

2
2 2 2

1

1
( )

1
( )

1

h

h

h

h

k n

h j
h k k j

k n

h j h
h k k j

k
n N

S k
n N

 

 

 

 






       

 

 
       (29) 

根据前面的分析，置信度为(1－α)，数据包容概

率为 β的容差限系数为： 

 
 

/2
(1 )/2 2

1 /2

1 1

1
h h

h
h h
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 (30) 
于是，相干函数在 h 频段内平直谱的容差上、下

限估计为： 
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             (31) 

式(31)即为相干函数规范谱的上、下限估计公式， 

2 1ˆ ˆ,p p   即为相干函数规范谱的容差区间。 

在线性坐标系下，用直线将各频段内的平直谱首

尾相连，即可得到置信度为(1－α)、数据包容概率为

β的相干函数规范谱的容差范围。实际试验时，只要

将相干函数控制在容差范围内即可。 

4  某飞行器遥测数据的多轴试验谱

估计 

某飞行器在空军训练试验基地完成了飞行试验，

试验过程中对飞行器的振动、冲击环境进行了测量。

安装了 4 只力学传感器，共测量了 8 组参数。利用 8

组遥测数据进行五自由度（除了绕轴向转动的自由度

以外的 5 个自由度）多轴振动试验谱的分析。 

发动机工作时间段大约为 1.4~15 s 左右，10~ 

14 s 内的振动量级较大，因此将此段数据作为样本

进行分析。经过预处理和时域转换后，得到五自由

度的时域信号，如图 2 所示。在此基础上，进行五

自由度的功率谱密度分析以及不同自由度之间的相

干函数分析。 

 

 
 

图 2  五自由度随机振动时域曲线 
Fig.2 Time domain curve of the random vibration with five degrees of freedom 
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在进行相干函数容差上、下限估计时，首先将如

图 3 所示的时域数据分成若干段，对不同自由度之间

相同时间段的数据进行相干函数估计，并作为样本，

按照前面给出的方法即可得到相干函数的容差上、下

限谱。一般来说，样本数越多，分析结果的可信度越

大。但样本数受到原始数据的长度限制，如果单纯追

求样本数而导致每个样本的数据长度过小，不能进行

充分平均，反而影响容差谱的分析精度，因此需要均

衡考虑。 

相干函数的容差上、下限谱分析结果如图 3 所

示，包容概率为 99%（β=0.99），置信度为 50%

（α=0.5）。图 4 中，波浪线为样本曲线，平直的水

平线分别为容差上、下限谱。5 个自由度相互之间的

相干函数共有 10 个。 
 

 
 

图 3  相干函数的容差谱 
Fig.3 Tolerance spectrum of coherence function 

 
规范谱分析结果如图 4 所示，粗实线为容差上、

下限，细实线为对应上、下限的规范谱。从曲线的变

化趋势可以看出，相干函数都应该是平直谱。由于样

本数据的长度较短，平均次数不足，相干函数曲线波

动较大，因此在处理规范谱时，没有考虑曲线的变化，

直接按照平直谱进行了处理，这样的可信度更高一

些。取上下限的均值作为试验设置条件，并将上下限

作为容差进行设置，见表 1。 
 

表 1  相干函数值 
Tab.1 Values of coherent functions 

相干函数 
1 2x x  

1 1x y  
1 2x y  

1 2x x  
1 1x z  

2 1x y  
2 2x y  

1 2y y  
1 1y z  

2 1y z  

相干函数值 0.31 0.31 0.30 0.30 0.31 0.31 0.40 0.91 0.29 0.29 

容差上限 0.50 0.50 0.48 0.48 0.5 0.5 0.72 1 0.5 0.5 

容差下限 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.08 0.82 0.09 0.09 
 

5  结语 

首先对相干函数的分布规律进行了研究，并证明
了相干函数服从 F 分布。由于 F 分布的极限分布是正
态分布，因此当平均次数足够时，相干函数将服从方
差很小的正态分布。该项研究结果，使统计容差法可

以应用于相干函数谱的归纳处理过程。 

在相干函数处理的过程中，根据相干函数的特

点，没有采用功率谱密度容差上限谱分析的方法，而

是提出了容差区间的概念，即估计相干函数的容差上

限谱和容差下限谱，并要求试验过程中，将相干函数

控制在容差区间内。 
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图 4  相干函数的规范谱 
Fig.4 Gauge spectrum of coherence function 
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