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随机振动加速度响应谱及与冲击等效性分析 

陈江攀，刘艳，刘艺，王增凯，孙立敏 

（北京电子工程总体研究所，北京 100854） 

摘要：目的 获得随机振动的加速度响应谱，提升随机振动与冲击的等效性分析精度。方法 首先，基于维

纳-辛钦定理，推导单自由度系统在随机振动基础激励作用下加速度响应均方值的通用表达式；其次，分别

推导单自由度系统在理想白噪声和限带非均匀谱随机振动基础激励作用下的加速度响应均方值；再次，基

于 3σ 准则，推导限带非均匀谱随机振动的 3σ 加速度响应谱；最后，基于加速度响应等效，通过将装备随

机振动条件的 3σ加速度响应谱与冲击条件的冲击响应谱进行等效性分析，对 GJB 150.18A—2009 中的冲击

试验剪裁条件进行精细优化。结果 精细优化后，可有效改善冲击试验剪裁条件的工程实施精度。结论 获

得了限带非均匀谱随机振动的 3σ加速度响应谱，并基于此对 GJB 150.18A—2009 中的冲击试验剪裁条件进

行了精细优化，对于装备合理剪裁冲击试验具有借鉴意义。 
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Acceleration Response Spectrum of Random Vibration and  
Equivalence Analysis with Shock Test 

CHEN Jiangpan, LIU Yan, LIU Yi, WANG Zengkai, SUN Limin 

(Beijing Institute of Electronic System Engineering, Beijing 100854, China) 

ABSTRACT: The work aims to obtain the ARS (acceleration response spectrum) of random vibration and then to improve the 

analysis accuracy of the equivalence between random vibration and shock test. Firstly, the universal expression of the accelera-

tion response RMS (root-mean-square) value of a single DOF (degree-of-freedom) vibration system under the action of random 

vibration base excitation was achieved according to the Wiener-Khintchine theorem. Secondly, the acceleration response RMS 

value of the single DOF vibration system under the action of both white noise and random vibration with band-limited and 

non-uniform PSD (power spectral density) was deduced respectively. Thirdly, the 3σ ARS of random vibration with 

band-limited and non-uniform PSD was established on the basis of the 3σ guidelines. Lastly, in view of the equivalence of ac-

celeration response, the cutting conditions for shock test were optimized through comparing the 3σ ARS of equipment random 

vibration test conditions with the SRS (shock response spectrum) of equipment shock test conditions. The analysis results of 

three examples indicated that the application accuracy in engineering of the cutting conditions for shock test was improved after 

optimization. In summary, the 3σ ARS of random vibration with band-limited and non-uniform PSD is established in this work, 
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and then the cutting conditions for shock test in GJB 150.18A-2009 are optimized on account of the equivalence of acceleration 

response. It provides references for more reasonably cutting the shock test for equipment. 

KEY WORDS: random vibration; Wiener-Khinchine theorem; acceleration response spectrum; band-limited and non-uniform 

PSD; shock response spectrum; shock test 

随机振动和冲击是导弹装备在其寿命期所必须经

受的复杂恶劣力学环境。随机振动环境主要包括运输

振动和飞行振动，其中飞行振动由气动噪声、发动机

工作等诱发产生，具有频带宽（可覆盖至 2 000 Hz）、

强度高、随机性大等特点，可能引起或加剧导弹的结

构疲劳、组件和零件的机械磨损、元器件的性能衰退

或失效、光学上或机械上的失调等[1-4]。冲击环境由

导弹装备的运输跌落、弹射、点火、爆炸分离等寿命

期事件诱发产生，其中爆炸分离冲击的频率范围可覆

盖 100 Hz~1 000 kHz，持续时间通常在 20 ms 以内，

加速度响应可高达 3×105g，极易造成微电子芯片结构

完整性破坏、继电器抖动、脆性元件裂纹或破坏等，

但其高频能量会因传递路径中的不连续结构明显衰

减[5-8]。在运输跌落和弹射等多数机械冲击环境的作

用下，装备的主要响应频率不超过 2 000 Hz，可能导

致电路板故障或失效、机械零件损坏、材料低周疲劳

等[9]。因此，导弹装备必须针对寿命期预期可能遇到

的随机振动和冲击环境开展环境适应性设计与实验

室环境试验验证，以确保任务成功。 

GJB 150.16A—2009[4]和 GJB 150.18A—2009[9]分

别规定了装备实验室环境试验中的振动和冲击试验

方法。其中，GJB 150.18A—2009 在第 4.1.3.2 节 c）

条中指出：“如果冲击试验量级没有振动试验量级严

酷，可以从试验序列中删除冲击试验”，并在第 4.3.2

节中进一步对冲击试验的剪裁条件进行了论述，即

“如果有关标准规定装备要进行随机振动试验和冲

击试验，且两项试验对装备的系统完好性要求相当，

根据规定的随机振动激励谱求得的单自由度系统的

高斯 3σ 加速度响应谱（Acceleration Response Spec-

trum，ARS），在指定的固有频率范围内，每一处都

超过根据规定的冲击激励求得的最大加速度冲击响

应谱（Shock Response Spectrum，SRS），则认为随机

振动试验是足够严酷的，可用一个相对比较高量级的

随机振动试验来代替相对较低量级的冲击试验[9]”，

并给出了随机振动 3σ ARS 的计算公式，即经典的

Miles 公式[10]。文献[11]针对 GJB 150.18A—2009 中

的冲击试验剪裁条件，基于 Miles 公式，从潜在疲劳

损伤的角度对冲击与振动的等效性进行了补充说明，

并得出结论“如果振动和冲击试验的量级相同，则几

乎总能证明振动试验的验证更为充分”。文献[12]从疲

劳损伤的角度入手，基于 GJB 150.18A—2009 中的冲

击试验剪裁条件，利用 Miles 公式和 Miner 累积损伤

假设计算对比了 GB/T 21563—2008 中模拟长寿命试

验（随机振动）和冲击试验对产品所造成的潜在疲劳

损伤，并得出结论：当釆用此标准进行力学环境试验

时，若产品能够经受住模拟长寿命试验考核，可将冲

击试验剪裁。 

不难看出，目前相关标准及研究中对于冲击试验

剪裁的讨论，大都是基于 Miles 公式计算随机振动条

件的 3σ ARS，并进一步与冲击试验进行等效性分析。

Miles 公式自提出至今，在航天领域随机振动环境下的

结构设计载荷等效方面得到了广泛应用 [13-21]。Miles

公式的假设条件要求随机振动环境为白噪声[22]，但在

工程实际中，装备的随机振动环境并非白噪声，随机

振动条件的功率谱密度（Power Spectral Density，

PSD）通常为限带非均匀谱，与白噪声的全频域均匀

PSD 存在差异。这就意味着，目前工程中利用 Miles

公式计算装备随机振动条件的 3σ ARS，可能导致部

分频率的响应偏大，即直接利用 Miles 公式的计算结

果作为冲击试验的剪裁条件，存在“过度剪裁”导致

冲击“欠试验”的风险。 

文中针对 GJB 150.18A—2009 中基于 Miles 公式

的冲击试验剪裁条件可能导致“欠试验”的情况，首

先，通过利用维纳-辛钦定理推导获得了单自由度系

统在随机振动基础激励作用下的加速度响应均方值

（Root-Mean-Square，RMS）的通用表达式；然后，

针对装备随机振动条件的谱型特征，进一步推导获得

了单自由度系统在限带非均匀谱随机振动基础激励

作用下的加速度响应 RMS；最后，基于 3σ准则推导

获得了限带非均匀谱随机振动的 3σ ARS，并对冲击

试验的剪裁条件进行了精细优化，为装备更为合理地

剪裁冲击试验提供了一种新思路。 

1  单自由度系统的随机振动响应 

1.1  对随机振动的响应 

图 1 给出了单自由度系统在基础激励作用下的振

动模型，其中：t 代表时间；  u t 代表基础激励加速度；

m、c、k 分别代表单自由度系统的质量、阻尼和刚度； 
 

 

图 1  单自由度系统在基础激励作用下的振动模型 
Fig.1 Vibration model of single DOF system under the action 

of base excitation 
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 x t 代表单自由度系统的振动响应绝对加速度。 

假设基础激励加速度  u t 为随机振动，则单自由

度系统的振动响应绝对加速度  x t 也为随机振动，二

者之间的传递关系为： 

     2
x uS H S    (1) 

式中：ω为角频率；  uS  和  xS  分别为  u t

和  x t 的 PSD；H(ω)为基础激励加速度与单自由度系

统振动响应绝对加速度之间的频域传递函数[23]，见式

（2）。 
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式中：j 为虚数单位；ω0 和 ξ 分别为单自由度系

统的固有角频率和阻尼比，见式（3）。 
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进一步整理可得： 
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 (4) 
根据维纳-辛钦定理，随机振动的自相关函数为[24]： 

    j1
e d

2π
R S   




   (5) 

式中：τ 为时间；R(τ)和 S(ω)分别为随机振动的

自相关函数和 PSD。将式（1）代入式（5），并整理

可得： 

     2 j1
e d

2πx uR H S    



   (6) 

式中：Rx(τ)代表  x t 的自相关函数。进一步，令

τ=0，则可获得  x t 的 RMS 2
x ，见式（7）[24]。 

     22 1
0 d

2πx x uR H S   



    (7) 

式（7）即为单自由度系统在随机振动基础激励

作用下的加速度响应 RMS 的通用表达式。 

1.2  对理想白噪声的响应 

一个理想的白噪声，其在所有频率下的谱密度是

一致的，即理想白噪声的 PSD 在全频域为均匀的平

直谱。假设图 1 中基础激励加速度  u t 为理想白噪

声，即 Su(ω)=Su 为常数。由于 Su(ω)为双边 PSD，对

应的单边 PSD 也为常数，记为 Gu，则有 Su=Gu/2
[22]，

代入式（7）可得： 

  22 d
4π

u
x

G
H  




   (8) 

求解式（8）需首先获得不定积分   2
dH   的

表达式。由式（4）可得： 
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(9) 

其中，A 和 B 的表达式为： 
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对于式（10）中的不定积分，文献[25]附录 A6

给出了此类不定积分的递推计算方法。记不定积分

 bI h 的表达式为： 
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式中： 0 0/ /h f f   。式（11）的计算结果

为[25]： 
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此时，根据式（11）和式（12）可获得 A 和 B

的计算结果为[25]： 
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(13) 

将式（9）和式（13）代入式（8）并整理可得： 

 2 20 0
2

1
1 4 1
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x
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 (14) 

式中：Q 为品质因子， 1/ (2 )Q  ；f0 为单自由

度系统的固有频率， 0 0 / (2f  。 

式（14）即为单自由度系统在理想白噪声基础激

励作用下的加速度响应 RMS。进一步，若图 1 所示

模型为微阻尼振动系统（在航空航天领域，通常取 ξ
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≤0.05[26]），则基于 3σ准则，该单自由度系统在理想

白噪基础激励作用下的 3σ加速度响应为： 

  2 0
0 3 3

2
u

x
G f Q

Y f 


   (15) 

式（15）即为经典的 Miles 公式。 

1.3  对限带非均匀谱的响应 

工程实际中，装备所经受的随机振动环境并非理

想白噪声，对应的实验室环境试验条件是在双对数坐

标系下以若干条连续折线谱的形式给出，频率范围通

常为 20~2 000 Hz，即装备的随机振动条件为典型的

限带非均匀谱。双对数坐标系下折线谱 Su(f)的表达式

为： 

   
 

2 1
1

1 2 1
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u u

u u

S Sf
S f S r
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式中：f1、f2 和 Su1、Su2 分别为折线谱 2 个端点的

频率值和 PSD 量值，即折线谱的频率范围为 f1≤f≤

f2。根据 Su(f)的谱型特征，当 Su2<Su1 时，r<0，折线

谱为下降谱；当 Su1=Su2 时，r=0，折线谱为平直谱；

当 Su2>Su1，时 r>0，折线谱为上升谱。此外，式（16）

还可写为： 
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1.3.1  对平直谱的响应 

对于试验条件中的平直谱，记其 PSD 量值为 Su。

根据式（7），可计算获得单自由度系统在该限带平直

谱基础激励作用下的加速度响应 RMS： 
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22 d
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     (18) 

式中：定积分可由式（9）和式（13）计算获得。 

1.3.2  对非平直谱的响应 

对于试验条件中的上升谱或下降谱，将式（4）

和（17）代入式（7），可计算获得单自由度系统在该

限带非平直谱基础激励作用下的加速度响应 RMS： 
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其中，C 和 D 的表达式为： 

 

 

2

1

2

1

22 2 2 2 2
0 0

2

22 2 2 2 2
0 0

d
4

d
4

r

r

C

D









 
    

 
    




 


 




 (20) 

式中：定积分 C 和 D 可由式（11）和式（12）

进行递推计算获得。 

1.3.3  对随机振动条件的响应 

假设随机振动条件在双对数坐标系下由 n 条连

续折线谱组成，则根据式（16）和式（17）可得对应

PSD 的表达式 Su(ω)为： 

  1,
ir

i
u u i i

i

S S
   
 
 

  
 

≤ ≤  (21) 

式中：i 为折线谱的序号，i=1,2,…,n；ωi 和 ωi+1

分别为第 i 段折线谱 2 个端点频率值 fi 和 fi+1 对应的

角频率； i
uS 代表频率值 fi 的 PSD 量值；ri 的表达式

见式（22）。 
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此时，将式（21）代入式（7），可计算获得单

自由度系统在随机振动条件基础激励作用下的加速

度响应 RMS： 

   1 22 2

1 1

1
d
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i

i

n n

x xi u
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    (23) 

式（23）即为单自由度系统在限带非均匀谱随机

振动条件基础激励作用下的加速度响应 RMS。其中，

当 ri=0 时， 2
xi 可根据式（18）并利用式（9）和式（13）

计算获得；当 ri≠0 时， 2
xi 可根据式（19）并利用式

（11）和式（12）计算获得。 

2  冲击试验剪裁条件精细优化 

2.1  最大绝对加速度冲击响应谱 

以一组具有不同固有频率、相同阻尼比的单自由

度系统作为参考系统，SRS 是这组单自由度系统在基

座受所测冲击环境激励时，其质量块的最大响应，该

响应是单自由度系统固有频率和阻尼比的函数 [26]。

GJB 150.18A—2009 中指出，“推荐使用最大绝对加速

度 SRS 作为冲击响应的描述方法[9]”。最大绝对加速度

SRS 的基本原理如图 2 所示，其中：  u t 为给定的冲

击环境；fv(v=1,2,…,w)为第 v 个单自由度系统的固有频

率；  vy t 和 A(fv)分别为第 v 个单自由度系统在给定冲

击环境基础激励作用下的绝对加速度响应及其绝对值

的最大值，A(fv)即为给定冲击环境的最大绝对加速度

SRS。SRS 的数值方法详见参考文献[26-27]。对于 SRS

的解析方法，  vy t 和 A(fv)的计算公式为： 

         
0

d , max
t

v v v vy t u t h A f y t        (24) 

式中：  vh  为第 v 个单自由度系统的单位脉冲

载荷绝对加速度响应，其表达式见式（25）。 

     
2

2 2

1 2 2
e sin cos

1 1

v
v dv dv dvh         

 


   
   

 (25) 
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式中：ωv 为第 v 个单自由度系统的固有角频率，

2πv vf  ； dv 的表达式见式（26）。 

21dv v     (26) 
 

 

图 2  SRS 基本原理 
Fig.2 Basic principle of SRS 

 

2.2  随机振动 3σ加速度响应谱 

根据式（23），图 2 中各单自由度系统在限带非

均匀谱随机振动条件基础激励作用下的加速度响应

RMS 为： 

     1 22

1

1
d

2π
i

i

n

x v v u
i

f H S



   



    
   (27) 

式中：  2
x vf 为第 v 个单自由度系统的加速度响

应 RMS；  vH  代表基础激励加速度与第 v 个单自

由度系统振动响应绝对加速度之间的频域传递函数，

其表达式见式（2）。 

进一步，基于 3σ准则，将式（27）代入式（15）

可得： 

   23v x vY f f  (28) 

式（27）和式（28）即为限带非均匀谱随机振动

条件的 3σARS。 

2.3  随机振动与冲击等效性分析 

总结 GJB 150.18A—2009 中给出的冲击试验剪

裁条件：若随机振动试验与冲击试验对装备的系统完

好性要求相当，且随机振动条件的 3σARS 可在全频

带完全覆盖冲击条件的 SRS，则在装备开展随机振动

试验的前提下，可考虑剪裁冲击试验。表示为式（29）。 

    x s,v v vY f A f f f f≥ ≤ ≤  (29) 

式中：fx 和 fs 分别为随机振动和冲击试验条件频

率范围的下限频率和上限频率。 

上述提到，GJB 150.18A—2009 中给出的随机振

动条件的 3σARS 是基于 Miles 公式计算获得的，考

虑到 Miles 公式的假设条件要求随机振动环境为白噪

声，与装备随机振动条件的限带非均匀谱存在差异，

直接利用 Miles 公式计算随机振动条件的 3σARS，可

能导致部分频率的响应结果偏大，从而存在“过度剪

裁”导致“欠试验”的风险。文中针对装备随机振

动条件谱型特征推导获得的限带非均匀谱随机振动

3σARS 的计算公式，可以提升随机振动与冲击的等效

性分析精度，以避免冲击试验“过度剪裁”的发生。 

3  应用验证 

以表 1 和图 3 所示的 3 组随机振动条件为例，分

别利用文中方法和 Miles 公式计算获得了对应的

3σARS，并将计算结果进行了对比，对比结果如图 4

所示。在计算 3σARS 时，频率分辨率为线性频率分

辨率，频率间隔为 1 Hz，阻尼比取 ξ=0.05，对应的品

质因子取 Q=10。 
 

表 1  3 组随机振动条件 
Tab.1 Three examples of random vibration conditions 

条件 1  条件 2 条件 3  

频率/
Hz

PSD 
量值/

(g2·Hz–1)
频率/Hz

PSD 
量值 

频率/Hz
PSD量值/
(g2·Hz–1)

20~100 +6 dB/oct 20~35 2 

100~200 0.15 g2/Hz 40~60 0.3 

201~219 0.4 g2/Hz 70~120 0.12 

220~450 0.15 g2/Hz 150~1 100 0.06 

451~499 0.08 g2/Hz 1 101~1 299 0.2 

500~1 000 0.15 g2/Hz 1 300~1 500 0.06 

20~
2 000

0.1 

1 000~2 000 –6 dB/oct 1 650~2 000 0.2 

 

 

图 3  3 组随机振动条件算例 
Fig.3 Three examples of random vibration conditions 
 
此外，将 0 0/ /h f f   代入式(4)，则可得传

递率 T(h)的表达式： 

 
 

2 2

22 2 2

1 4

1 4

h
T h

h h








 
 (30) 

对于微阻尼振动系统，有 0 h  ，且当 0 1h ≤

时，T(h)单调递增；当1 h  ≤ 时，T(h)单调递减；

当 h=1 时，T(h)=1+1/4ξ2 为最大值；当 1h 时，T(h)

≈1；当 2h  时，T(h)=1；当 1h 时，T(h)≈0。取

阻尼比 ξ=0.05，则传递率 T(h)的曲线如图 5 所示。 
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图 4  冲击试验剪裁条件优化前后计算结果对比 
Fig.4 Calculation results before and after optimization of cutting 

conditions for shock test: a) random vibration condition 1;  
b) random vibration condition 2; c) random vibration condition 3 

 

 

图 5  传递率曲线 
Fig.5 Transfer rate curve 

 

根据式（23）、式（30）以及图 5 可知，对于单

自由度系统，在限带非均匀谱随机振动条件基础激励

作用下的加速度响应 RMS，主要影响因素为1  ≤  

1h ≤ 频带内（半功率带宽 [28]）随机振动条件的

PSD 量值，其次为 0 1h    和1 2h  ≤ 频带内

随机振动条件的 PSD 量值，而 2h  的高频影响则

相对较小。基于此，以固有频率为 f0 的单自由度系统

为例，分别记随机振动条件的下限频率和上限频率为

fx和 fs，进一步分析图 4中优化前后计算获得的 3σARS

存在差异的原因： 

1）当 f0 接近 fx 时，则在 0<h<β 频带内，随机振

动条件的 PSD 量值为 0。其中，β≤1，且 β 随着 f0

的不断增大而减小，当 f0=fx 时，β=1。故对于图 4 中

此种情况，优化前结果高于优化后结果，在 fx 处差异

最大，且该差异随着频率的不断增大而减小。 

2）当 f0 接近 fs 时，则在 h>β 频带内，随机振动

条件的 PSD 量值为 0。其中，β≥1，且 β随着 f0 的不

断增大而减小，当 f0=fs 时，β=1。故对于图 4 中此种

情况，优化前结果高于优化后结果，在 fs 处差异最大，

且该差异随着频率的不断减小而减小。 

3）当 f0 为拐点频率，且右侧折线谱的斜率为正

时，则在 h>1 的相邻频带内，随机振动条件下，PSD

的量值高于 h=1 时随机振动条件的 PSD。故对于图 4

中此种情况，优化前结果低于优化后结果。 

4）当 f0 为拐点频率，且右侧折线谱的斜率为负

时，则在 h>1 的相邻频带内，随机振动条件下，PSD

的量值低于 h=1 时随机振动条件的 PSD。故对于图 4

中此种情况，优化前结果高于优化后结果。 

5）当 f0 在随机振动条件 PSD 明显上凸的频带内

时，则在 0<h<β频带内，随机振动条件的 PSD 低于

h=1 时随机振动条件的 PSD。其中，β≤1。故对于图

4 中此种情况，优化前结果高于优化后结果。 

6）当 f0 在随机振动条件 PSD 明显下凹的频带内

时，则在 0<h<β频带内，随机振动条件下，PSD 的

量值高于 h=1 时随机振动条件的 PSD。其中，β≤1。

故对于图 4 中此种情况，优化前结果低于优化后结果。 

7）对于具有复杂谱型特征的随机振动条件，其

3σARS 在优化前后存在差异的原因可能是上述多条

因素综合作用所致。 

综上所述，考虑到装备随机振动条件的限带非均

匀谱特征，利用 Miles 公式计算 3σARS 存在部分频

率结果过大的情况，故直接将该计算结果与冲击试

验的 SRS 进行严酷度对比，并基于对比结果对冲击

试验进行剪裁，可能会导致冲击“欠试验”发生，

从而影响装备地面试验验证的充分性。文中所提方

法可有效提升限带非均匀谱随机振动条件 3σARS 的

计算精度，进而可有效降低 GJB 150.18A—2009 中

基于 Miles 公式的冲击试验剪裁条件存在的“过度

剪裁”风险。 
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4  结论 

1）基于维纳-辛钦定理，推导获得了单自由度系

统在随机振动基础激励作用下加速度响应 RMS 的通

用表达式，并给出了理想白噪声对应的加速度响应

RMS，与 Miles 公式一致。 

2）针对装备随机振动条件的谱型特征，推导获

得了单自由度系统在限带非均匀谱随机振动基础激

励作用下的加速度响应 RMS，并给出了具体的计算

方法。 

3）基于 3σ准则推导获得了限带非均匀谱随机振

动的 3σARS，并对 GJB 150.18A—2009 中基于 Miles

公式的冲击试验剪裁条件进行了精细优化。算例计算

结果表明，精细优化后可有效提升随机振动与冲击的

等效性分析精度，避免冲击的“过度剪裁”导致“欠

试验”的发生。 
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